Architecture des ordinateurs

7 - Représentation des réels en machine

Philippe Darche
TUT Paris Descartes

Représentation de I’information
en machine (rappel)

O DesOetdes 1!
m B =2 (base binaire)

«codage d'une information simple

caractére alphanumérique

(lettre, chiffre, autre symbole) nombre

codes de numération {ou numérigues)

codes alphanumériques . T
entier réel
/ \ (signé ou nen)
ASCl EBCOIC UNICODE naturel relatif v
/ \ / l \ déimal
v
(Code) Binaire Naturel 8D BOD signe et module  complémenta 2" virgule fixe ~ virgule flottante
(CBN) signé (2sm) (<)
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Représentations d'un nombre réel

O La problématique majeur
m risque d’une représentation approchée
O ce probléme n’existe pas pour un entier !

valeur exacte
X

A A

valeurs approchées
(représentées en machine)
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Représentations d'un nombre réel

O A celas’ajoute le probléme classique d’une
représentation qui est le risque d’un (sur-) dépassement
de capacité (overflow) qui peut étre positif ou négatif

O Mais il y a aussi le risque d’un sous-dépassement,

soupassement ou dépassement inférieur ou par le bas de
capacité (underflow) ) qui peut étre positif ou négatif

—i " 1L I
I oo/ oeow oo // e
-00 - A . +o0
Amax Amln 0 A min A max
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Représentations des réels en machine

O Deux familles

m représentation en virgule fixe (2vfx)

o fixed-point representation en anglais

O pour la représentation des décimaux

o domaine d’utilisation : le traitement numérique du

signal principalement (son, vidéo, radio-fréquence)

m représentation en virgule flottante (2vfl)

o floating-point representation en anglais

O pour la représentation des réels

o domaine d’utilisation : le calcul scientifique
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Représentation en virgule fixe

O Une partie entiere I au format 1,
signée dans la quasi-totalité des cas

O Une partie fractionnaire F au format f
O Formatn=1i+f

partie entiére | partie fractionnaire F
A st |--——=— ! 1 | |-—-=-==---
symbole 31 Fiz LRI BN S af
poids selon " 2020t 2 2t
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Représentation en virgule fixe

O Quelle représentation signée utilisée pour la
partie entiere ?
® le complément a 2"

partie entigre | partie fractionnaire F

Als] |-——————| | | | |-

symbole @i iz i1 8g Ay a3, ajg
poids -2” 2i-2 il 20 2-1 22 2
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Représentation en virgule fixe

O Exemple
m n=4aveci=2etf=2
o 1,5,,=01,10,,
O Mais virgule implicite en mémoire
= pour un gain de place
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Représentation en virgule fixe

O La précision
m appelée aussi quantum q = B-f
m absolue (i.e. constante) et non relative
= grande étendue et grand quantum
ou petite étendue et petit quantum
- B—H——@o————-—o—o————o—.—o———ﬁo
Anin l ’ A rax

|
2f
1
nombres non représantés
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Représentation en virgule fixe (signée c2m)

O Formule de décomposition
i-2

. f B
A10<02n7vfx :( i-1 X_zi_l)"'(z (aj X ZJ )+ kz (afk x2 )J
j=0 =1
n-2
=(a,, —2”1)+[2f XY A% 2’ j
O Etendue des valeurs a
—(2Tx2m)s a2 x (2 1)
ou
—(2 T2 )< A< o
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Représentation en virgule fixe

O Notion associée

m sur-dépassement de capacité (overflow)
positif ou négatif
o silA]>2F-2f
O Attention, pas de sous-dépassement
(i.e. autour du zéro)
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Représentation en virgule fixe

O Avantages/inconvénients
+ calcul simplifi¢ d’ou vitesse de calcul élevée
o utilisation en traitement numérique du signal
~ quantum ¢ absolu et non relatif = 2-f

= précision
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M¢éthode de conversion proposée

O Pour la partie entiere

= méme méthode que pour les entiers
O Pour la partie fractionnaire

= multiplication par 2

® méthode a généraliser pour une base B
o xB
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Exemple de conversion

O Soit a convertir 0,6875 enbase 2 (i=1):
0,6875x2=1,375 > 1 (poids a, =2")
0,375 x2=0,75 > 0 (poids a,=2?)

0,75 x2=1,5 ->1 (poidsa,=273)
0,5 x2=1 1 (poidsa,=2%)

D'ou le résultat A = (0,1011),,4
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e
Un probleme

o Comment faire des calculs mettant en ceuvre des
nombres avec des ordres de grandeur tres élevés
ou tres petits ?
= masse de I’électron=9,1 x 1028 g
® masse du soleil = 1,9891 x 10*33 g
® N, ~ 6,02 x 102 mol!

0O Laréponse : la représentation en virgule flottante
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Représentation en virgule flottante

0 Un nombre peut s’écrire sous la forme :
A =M x BE
en machine, B=2 d’ou A =M x 2E
0O La représentation du nombre A se compose :
m d’une mantisse M signée au format m
o elle définit la précision
m d’un exposant E signé au format e
o il définit I’ordre de grandeur

— formatn=m-+e
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Exemple

O En base 10, pour faciliter la compréhension :
A =20092010 x 10 =2009,2010 x 100= etc.
0 Un gros probléme : plusieurs écritures du nombre !
= lasolution : la normalisation de la mantisse
enbase B:B1<M|<1
enbase 10: 10" < M| <1
= mantisse uniquement fractionnaire

pour avoir un maximum de chiffres significatifs
I'exemple précédent devient :
A =0,20092010 x 10*
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Généralisation de la normalisation
de la mantisse

O Facteur de normalisation o

u B(x-l < |M| < B¢

= o=0en général :
LM<t
B

® o=1 avec la norme IEEE (B =2):
1<M|<2
O pour gagner un bit de précision
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S
Normalisation de la mantisse

O Avantages/inconvénients
m précision relative améliorée

m précision absolue réduite
= A <0,1, x 2¢mim non codable
= z¢€ro en particulier

0x28 Lk Lox2 Lk

! ]
(LR T T T T
1

|
|
4

40 1 2
2 2 2 2 nombres non représentés 2

B=2m=3eq;,=-1ete = 2, mantisse exprimée en base 2
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Représentation en virgule flottante

O Avantages/inconvénients
+ quantum relatif
+ précision adaptable

— difficultés d'implémentation
o bogue de I’instruction FDIV du Pentium Pro (1994)
o bogue du vol 501 d’Ariane (1996) '

— valeur nulle non représentée
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Représentation en virgule flottante

O Dispositions possibles de I’exposant
et de la matrice

mantisse exposant exposant mantisse
ou

O En général,
= la mantisse est représentée en signe et module (2sm)

m |’exposant est en complément a 2" (c2n)
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L’exposant décalé (ou biais¢)

O

En anglais, biased exponent ou E,

O

Objectif : rendre I’exposant E toujours positif
m comparaison en machine d’exposants plus facile

Valeur de décalage = offset

O

Nous avons :
E,=E +offset=E + (2> - 1)
O Pour e = 8 bits, 1’offset est de 127

O
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Exemple

O En simple précision
m (0 et 255 sont des valeurs spéciales

L | |
exposant 1 1

2176 0 +127

décalage = +127

exposant décalé | i |
+1 +254

Philippe Darche 23 IUT Paris Descartes

e
Représentation en virgule flottante

O Formule (avec exposant décalé¢ 2> 1 < M| <2)

m—2 )
M= (1L, f ), =14 D F x27
i=0
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Les normes [EEE 754 et 854

O Quatre précisions :

= simple, simple étendue, double et double étendue

simple precision

] o] p— |
31 30 30 o
double précision

11 bits. 52 bits
] ewen i
63 6 52 51 o

nombre de bits de précision - |

double précision éienduc n = 80)
15 bits 64 bits

G o T p—
T 78 64 63 o

nombre de bits de précision
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e
Les normes [EEE 754 et 854

o Etendue des valeurs

Format Etendue normalisée approximative
Simple précision 1,18 1038 < |A| < 3,40 1038
Double précision 2,23 10308 <|A| < 1,79 10308
Précision étendue 3,37 104932 < IAl< 1,18 104932
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e, ,€,,,....TTTTTT
La norme IEEE 754

O Caractéristiques principales

Format
Paramétres simple précision | simple précision | double précision | double précision

étendue étendue
Format (n bits) 32 >43 64 >79
Mantisse (p bits) 24 >32 53 > 64
Exposant (e bits) 8 >11 11 >15
Emax 127 >+1023 1023 > 116383
Emin 126 <-1022 1022 <-16382
Décalage exposant | +127 = (7F)1¢ non spécifié +1023 = (3FF)14 non spécifié
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e, ,€Y,,....TTTTTTT
La norme IEEE 754

O Implémentée dans le coprocesseur Intel 80x87

Format
Parametres simple précision | double précision double précision

étendue
Format (n bits) 32 64 80
Mantisse (p bits) 24 53 64
Exposant (e bits) 8 11 15
Emax +127 +1023 +16383
Emin -126 -1022 -16382
Décalage exposant | +127 =(7F)16 | +1023 =(3FF)1¢ | +16383 = (3FFF)6
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Récapitulatif (1/2)

Format Précision | Magnitude Représentation

Entier 16 bits 16 bits 104 complément 4 21
Entier court 32 bits 109 complément 3 21
Entier long 64 bits 1018 complément 3 21
BCD compacté 18 chiffres 1018 BCD

Réel simple précision | 24 bits 10%38 virgule flottante
Réel double précision 53 bits 10%308 virgule flottante
Précision étendue 64 bits 10+4932 virgule flottante
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Récapitulatif (2/2)

Nb chiffres L A
Format Format n significatifs Etendue normalisée approximative
(décimal)
Entier 16 bits 16 4 -32768 < A <+32768
Entier court 32 9 2109<A<+210°
Entier long 64 18 91018<A<+9 1018
BCD compacté 80 18 -99 -+ 99 < A <+99 - 99 (18 chiffres)
Réel simple précision 32 7 1,18 1038 <|A|<3.40 1038
Réel double précision 64 15-16 2,23 10308 <|A| < 1,79 10308
Précision étendue 80 19

3,37 104932 < |A| < 1,18 104932
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Conclusion sur la représentation

des réels en machine

O 3 standards
O Limitations
m  portée (de moins en moins vrai)
m  précision
o risque de valeur approchée
o erreurs cumulatives de calcul a surveiller
= implémentation trés difficile
o erreurs potentiellement catastrophiques

m  probléme de portabilité lors d’un échange de données
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