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Sans calculatrice, sans portable, sans document. — Durée : 1h30min. Il est demandé de justifier
soigneusement V08 réponses.

Exercice 1 (4 points) Dans cet exercice, vous répondrez directement sur le sujet.
Pour chaque question, une ou plusieurs réponse(s) sont possibles. Une réponse juste
rapporte 0.5 points, une réponse fausse enléve 0.25 points.

1. Le nombre de multiplications de deux nombres réels effectuées dans la multiplication de

deux m%trlces de taille n est :
O3n |\ Ty O n? O 2n

\

\
2. On note G{7) le nombre de multiplications de nombres réels nécessaires dans le calcul di-
rect (sans optimisation) de la puissance 25-iéme d’une matrice carrée de taille n. Parmi les
affirmations suivantes, données au voisinage de +o00, cochez celles qui sont vraies :

ARl () = O(n) @& [iC(n) = 0n%),.2 <.8.5 3 [ C(n) ~n®
”@Cn)w%n ﬂC(n ~nd
3. A Theure actuelle, les meilleurs algorithmes optimisant le produit de deux matrices de taille
_n ont une complexité en O(log(n)) :
Vrai O Faux

4."Dans Scilab, la commande plot2d ([0 5],[0 6]) permet, dans une fenétre graphique, de :

O placer deux points de coordonnées (0;5) et (0;6)
O representer les vecteurs de coordonnées (g) et (g) a partir de l'origine du repére

L %resenter le vecteur de coordonnées <g> a partir de ’origine du repére

O représenter un segment de droite entre les points de coordonnées (0;5) et (0;6)

5. Laquelle de ces commandes Scilab permet de renvoyer dans la variable B la puissance 30-
iéme d’une matrice A en un temps minimal ?
[0 B=AA30;
T R,D]=spec(A); B=P*DA30*inv(P);
B’?,D] =spec(A) ;vp=diag(D); vpk=vp.A30; Dk=diag(vpk); B=P*Dk*inv(P);
6.~On souhaite résoudre, par une méthode numérique, une équation du type f \.b) = 0 dans un
1ntcrva11e ol f est continue et ne s’annule qu’une seule fois. On ne connait pas la convexité

de f Quelle est la méthode la plus appropriée ?
M Méthode par dichotomie 0O Méthode de la Sécante

7‘ Soit A une matrice carrée de taille 2 et X un vecteur non nul de R2. Soit Ay une valeur
propre dominante de A (c’est & dire une valeur propre dont la valeur absolue est la plus
grande) et by un vecteur propre associé a Ag
Quand k devient grand :

q= A X se rapproche de Ag
(’ E—-}/? direction de A*X se rapproche de la direction de by, quel que soit X non nul
“FTa direction de A*X ne converge que si X est orthogonal a by



Exercice 2 (9 points)

On rappelle le principe de algorithme de dichotomie pour déterminer une valeur approchée de
I'unique solution de f(x) = 0 dans Pintervalle [a,b] avec a < b.

Deux suites (uy) et (v;) sont définies comme suit :

o Up=a, Up=
o Si f(up) % f(HF%) <0, alors ugpr = wy et Uy
e Si f(ug) X f(l’l%—”i) >0, alors tp = 352’—”& Bt vy =g

_ uptvg
2

On itére le processus jusqu’a ce que la différence |v), —uy| soit inférieure a la précision £ demandée.

N’importe quelle valeur de U'intervalle [uy,vy] fournit alors une valeur approchée a e prés de la

solution « recherchée.

On cherche & montrer que pour un intervalle de largeur n > 2 et pour une précision demandée

e =1, la complexité de cet algorithme s’exprime en ©(In(n)).

1. Compléter trés lisiblement le calcul "a trous" ci-dessous ainsi que les justifications quand

elles sont demandées.

Soit k un entier naturel. On va calculer |ugyq — 'uk+1| en distinguant deux cas :

oAt

o SOit |upt1 — Ugy1| = l ...... =..Dh t\h *\“1 ...‘“ ' Oh T

Ainsi dans tous les cas |upi1 — Ugs1]| = e

Et on a alors luk — vi| = (%:) X |ug — vo| = 2_/&

A
¢ T\

.xluk—vk|/

¥ \Uo "\/C“

L'intervalle [a,b] étant de largeur n, on a donc en fonction de n :

e % W\

Si la précision demandée est € = 1 alors on doit itérer le processus jusqu’a ce qﬁ@“’

DOHC 3 v a > 2= il ,.{‘. > 2 ; .
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2. On propose ci-dessous en pseudo-langage, un algorithme de recherche dichotomique d’un
nombre entier x dans la liste des entiers de 1 a n.

INITIALISATION :
u=1

U=

WHILE |u—v| >1 :*

m = E (%) L» // (o0 E est la fonction partic entiére)
IF m =z THEN Return m
ELSE

IF 2 > m<THEN u=m h
ELSE v =m
END (IF)

END (IF)

END (WHILE)

Return m

(a) Combien d’instructions sont exécutées a chaque passage dans la boucle WHILE? (On
considére comme "instructions" les instructions de calcul et/ou d’affectation). Justifier.

(b) En vous aidant de la question 1), quel est alors le nombre d’instructions c(n) effectuées
dans cet algorithme dans le pire des cas?

(c) En déduire le type de complexité (en termes de nombre d’instructions) de I’algorithme
de dichotomie. On donnera la réponse en ©(g(n)).

Exercice 3 (7 points)

On considere trois algorithmes numérotés de 1 a 3 effectuant une méme tache sur une donnée de
taille n. On s’intéresse au temps d’exécution 7i(n) de chaque algorithme ¢ en fonction de la taille
n de I'argument d’entrée.

On effectue des simulations pour les algorithmes 1 et 2, avec des entrées aléatoires de taille n,
pour n allant de 100 & 500. On obtient le graphique suivant :

+ et T
XX XT2n)



1. Quel(s) type(s) de croissance asymptotique peut-on envisager pour les temps T'1(n) et
T2(m) 7
2. (a) On trace les courbes
C1 : n(n) = In(T1(n)) et Cy : In(n) = (T2(n)) ci-dessous.
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On peut considérer qu’on obtient quasiment des droites.

En utilisant le graphique, estimez les valeurs approchées des pentes (ou coefficients
directeurs) a et b de chacune des courbes C} et C,. (on laissera en évidence les éventuels
traits de construction sur le graphique et les éventuels calculs).

Indication : On devrait trouver b > 1.

(b) En déduire que T1(n) = C x n® et T2(n) = D X n? ott C et D sont des constantes
positives. (On ne demande pas de déterminer C et D.)

(c) Montrer qualors T1(n) = O(n®) et T2(n) = O(n’).
(d) De quel type sont les complexités temporelles T'1(n) et T2(n)?
3. Une étude expérimentale du temps de calcul du troisieme algorithme a fourni T3(n) = In(n).
(a) Montrer que In(n) = o(n).
(b) Quel est I'algorithme le plus efficace du point de vue de la complexité temporelle ?
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