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De maniére générale, un graphe est :
» un ensemble de sommets;;
» un ensemble d'arétes ou arcs qui relient ces sommets.

Modélisation :

» réseau de télécommunications (internet, téléphonique, postal...);
réseau de transport (réseau routier, ferré, aérien...);
jeux (tableau de présentation d’un tournoi sportif a élimination directe)

médecine (arbre bronchique, réseau sanguin...)
».efc.
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Graphes orientés

- Graphes orientés | Définitions

Définition (Graphe orienté)
Un graphe orienté G = (S,A) esl la donnée
. d'un ensemble fini S dont les éléments sont [es sommets du graphe,
appelés arcs, sont des couples (ou

. d'un ensemble A dont les éléments,

paires ordonnées) d’éléments de S.

us nous limiterons 3 I'étude de graphes orientés
avec plusieurs arcs différents)

simples : le cas des grap
ne sera pas abordé.
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Differentes représentations pour un graphe orienté :
- representation dite sagittale (i.e. sous forme de dessin) :
I ke
)

> représentation sous forme de listes °
S :‘(,1’,;’),,(‘(
A —— ‘u 3 y ¢ J 9
) (2,4)(0)5) (6,3) (.4, )
ou d'une liste unique (comment lire cette liste )

L e (4/1/2/3;4,1,21211;213;4,3,4;4)

= représentation sous forme matricielle : voir matrice d’adjacence

Définition (Matrice d'adjacence)
Soit G = (S, A) un graphe orienté dont on a numeroté les sommets de 1 a n.
La matrice d’adjacence M = (mj;) du graphe oriente G est la matrice carrée

de taille n x n définie par

o, s e A,
Mi=10, si(ij)¢A.
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s it et

Détinition (Sous-graphe)
5,A) un graphe orienté, Alors, un sous-graphe de G est un’
(&7, A") ayant pour sommels un sous-ensemble S’ des

o un sous-ensemble A’ < A,

= S .
- e

Soll Gi
graphe orlenté G/
sommels de G el ayanl pour arc

Un graphe orlenté G et un sous-graphe G
o (1) - (\)‘

(1) ) (2) () (ﬁ) ) 2) -
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| j;‘ ,Defm: on (bous graphe .nﬁun) e o
{,; Un sous-graphe G’ = (S',A’) d'un graphe orienté G (S,A) est un
ia ol sous-graphe induit si A’ est formé de tous les arcs de G ayant leurs

extrémités dans S’.

Pour le graphe orienté G défini ci-dessous, on peut déterminer le
sous-graphe orienté induit par S’ = {1,3,4} :

VI

_Graphes orientés | Définitions

Définition (Sous-graphe couvrant ou graphe partiel)

' d'un graphe orienté G = (S, A), avec A” C A,

Un sous-graphe G’ = (S', A
S). On parle

est dit couvrant s'il contient tous les sommets de G (ie. S =
aussi de graphe partiel (induit par A’).

Un graphe orienté et un graphe couvrant :

/IR

A A T TR Wﬂ*wwrwmmx%
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Soit G = (8,A) un grdphc; orlente, . -

i COREL T £

* Onappelle degré entrant du sommel x le nombre do pProdecosseurs
de x ; on le note d (x).

* On appelle degré sortant du sommet x le nombre de successeurs
! de x; on le note g+ (x),

* On appelle degreé total du sommet x e nombre d'arcs dont x osr o
l'origine ou l'extrémite finale (en comptant deux fois les boucles) ; on le
note d(x) eton ad(x) = d' (x) 4 o (x).

d()=h d'()=% d1)=0b

d"(3) =4 d'(8)=4 d(3)=

~ d(4) = A gt (4) s ] d(d) e ;
| (4

‘ Graphes orientés | Définitions

Théoréme (~ des poignées de mains)
Soit G = (S,A) un graphe orienté. On a alors les égalités suivantes :

Y d(x) = ) d*(x) = card(A),

XeS xe8

Zd(x) Zd*(x)¢£d(x = 2card(A).

XeS Xe8S xeS

Preuve. (ﬂﬂp& + [ut\ ot ¢ KO{/) ﬁ{@WO “g&fﬂyw&(gb;{)@

el et e 3 S 9 eIt
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‘Définition (Chemin)

Soit G = (S, A) un graphe orienté. Un chemin C est une suite (s,, 5., .., 5.}
de sommels de G telle que deux sommets conséeutifs quelcongues s. ef ..

sont reliés par un arc de G :
11€{0,...n~1), (s,8.5)€A.
Par ailleurs,
» les sommets s, et s, sont Forigine et I'extrémité du chemin C ;
» le chemin C est formé de n + 1 sommels et de n arcs ; s2 longueur est
égale au nombre d'arcs.
Un chemin peut comporter un seul sommet et étre de jongueur nulle,
Définition (Circuit)
On appelle circuit un chemin de longueur non nulle et dont I'extrémité et
l'origine sont identiques.
Graphes orientés | Chemins et circuits
o ‘/—'\‘
LG
\ ¥ '
ey \\ R
\ \ \‘\
AL,
Parmi les listes suivantes, lesquelles sont des chemins ? des circuits ?
chemin | circuit 5}
(3,1,5)
(1,3,4) 7
(2) Y RS
(41 1 / 2/ 5) .?'
(2,1,5,2,1,3,1,3) % i B |
(1,5,2,1) N ! A
(1,5,2,1,5,2,1) v %
(4,4,4,4,4,4) / 75
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aticn (Chamin ou circuit Glidrien) e
AT e nou un circuit eulérien estun
artous lesarcs de G. .

Seoit G = (8, A) un graphe oriente. Un chemin ot
chemin ou un circult passant une et une seule fois p

e TS AR TR

y . « ~irertit aildrien ? :
Le graphe orienté suivant admet-il un chemin eulérien ? un circuit eulérien s

: Y\ NPT
> OV

T —————

Graphes orientés | Chemins et circuits

Définition (Chemin ou circuit hamiltonien) B
Soit G = (S, A) un graphe orienté. Un chemin ou circuit hamiltonien est un

chemin ou circuit passant une et une seule fois par tous les sommets de G.
Le graphe orienté suivant admet-il un circuit hamiltonien ?

oU! |
O’/F f(“’ f’!ﬁ ;3},6

Rl il i L i ) ki g e

5
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Définition (Connexité forte)
Un graphe orienté est fortement connexe si, pour tout couple de sommets x
et y, il existe un chemin reliantx a y.

Remarque. Si x et y sont deux sommets d’un graphe orienté fortement
connexe, alors il existe un chemin reliant x a y ET un chemin relianty a x. O

Les graphes suivants sont-ils fortement connexes ?

1 w—TT“;“T'“"'T‘“‘""‘"l“'"""‘ _—

/ Théoreme (Condition nécessaire et suffisante de forte connexité)

Un graphe orienté est fortement connexe si, et seulement si, pour tous
couples de sommets x et y, il existe un circuit passant par x ety.

Graphes orientés | Forte connexité

Définition (Composantes fortement connexes)

Une composante fortement connexe C d’'un graphe oriente G = (S, A) est
un sous-ensemble maximal de sommets tels que deux quelconques d’entre

| eux soient reliés par un chemin.

Quelles sont les composantes fortement connexes de ce graphe orienté ?
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(uelies sont les composantes

9
fortement connexes de ce graphe onente

- Graphes orientes | Forte connexité

Proprictes

- S0it G~ (S, A) un graphe orienté et C une composante fortement

connexe du graphe. Si x € C, alors
pour tout y € C, il existe un circuit passant par x ety ;
pour tout z ¢ S\ C, il n'existe pas de circuit passant par x et z.

Les composantes fortement connexes d'un graphe orienté G = (S, A)
forment une partition de S.

Un graphe orienté est fortement connexe si, et seulement si, il a une
seule composante fortement connexe.

- Le sous-graphe orienté induit par une composante fortement connexe

ast fortement connexe.,
La composante fortement connexe C contenant un sommet x est

{y €8 . ilexiste un chemin reliantx & y et un chemin relianty a x}.
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anfm ition (Graphes vaiuee)

Un graphe orienté G = (S, A) est valué s'il est muni d'une apphcatron

f: A - R
| (x.y) = f(xy)
appelée valuation. Le réel f(x, y) est aussi appelé longueur (ou colt ou

poids) de l'arc (x, y). La valuation (ou longueur) d'un chemin est la somme ;
des valuations (longueurs des arcs qui le composent).

i Exemple de graphe orienté valué :

A
B\l

- Graphes orientés | Graphes orientés values

‘ On peut représenter un graphe valué par une matrice carrée, dont les
coefficients correspondent a la valuation des arcs.

Définition (Matrice de valuation)

Soit G = (S, A, f) un graphe valué donton a numéroté les sommets de 1 é n.
|.a matrice de valuation de G est la matrice carrée M = (my;), de taille n »n,

définie par
' { f(i,j), si(ij) €A,
mjj =

oo, si(i,j)¢A.

Pour le graphe orienté valué, la matrice de valuation M est définie par :

..9-—»—’:— /
o P o so o %
) R ¢ L S / J OO

l..g i (i‘r’:? {) _y O,:

""" S TR
2 Lo L ¥ l\{]

) " " . ff 7,

K‘:{{J ol L3y A 57

~*3
et ‘ ; A
%)*M 0 (g/ ; \ 2 {E e l/’ o0 7

: La valuatlon du chemin (A B,C,E,D, C) est ~f

¥R ‘?\'."«i &

e e e s I i K R W 2 i
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Graphes non orientés

BN g arotos g ORS

tés | Défir

Titions

Definition (Graphe non orienté)
Un graphe non orienteé G =(S,A)

* d'un ensemble finj S dont les éléments sont les sommets gy graphe,

= d'un ensemble A dont les éléments, appeles arétes, s
(ou paires non ordonnées) d'éléments de S.

est la donnee

ont des couples

S sk !1,2,3/4}1 A . {(1’2)'(2'3)’ (3'4)’ (4'4)}

(-

P d

o .
o
3 $X 5
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Definition {Matrice d'adjacence)

Soit G = (S, A) un graphe non orienté 3 n sommets {i}i.y ,.La mafrice D
d'adjacence M —

.....

E ; (my) du graphe orienté G est la matrice 4 n lignes et n
| colonnes définie par

s Ay DS E AL
| L U B 0

, @

| ‘ :

i 0O+ 20
% M: i i?’éfc)
1 .0
\ 0 144
| X :

Remarque. Dans un graphe non orienté, la matrice d'adjacence est
nécessairement gué\,-mduffﬁ’\k

Graphes non orientés | Définitions

Définition (Degrés d'un sommet)

Soit G = (S, A) un graphe non orienté. On appelle degré d'un sommet x et

on note d(x) le nombre d'arétes dont x est une extrémité (en comptant deux
fois les boucles).

Pour les graphes non orientés, le théoréme des poignées de mains est
adapté de la maniére suivante :

Theoreme (- des poignées de mains)

Soit G = (S,A) un graphe non orienté. Alors Z d(x) = 2card(A).

Preuve.
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TR e fffj}fgxgJﬂfaqaffﬂ;9f?77f;?f,n
| Graphes non orleniés | Chaines el of M

ol ites dans lo cadre des graphes
Les notions de cheming ef circuits introduites fiaryz; ‘?rzjdr;i paﬂj dﬁf chaines
orontés s'adaptent au cadre des graphes non or ’6;1 i 4
(au iou de cheming) et de cyceles (au lieu de circults),
Définition (Chaine) Bl
oS S LR Gdestn 2 st une suite
S0it G = (S, A) un graphe non orienté. Une chaine C est une fu:ifc
(80, 81, ..., 8,) de sommets de G telle que deux sommets consécutifs
quelconques s, et s;,) sont reliés par une aréte de G :

Yiel0,..,n-2, (s 8i11) € A.
Par ailleurs,

® Sy el s, sont respectivement Forigine et 'extrémité de la chaine C ;

e la chaine C est formé de n +- 1 sommets et de n arétes ; sa longueur est
égale au nombre d ‘arétes.
Définition (Cycle)

On appelle eycle une ch

aine de longueur non nulle et dont I'extrémité et
l'origine sont identiques.

phes n‘on"or‘ientés | Chaines et cycles ' L o

Définition (Chaine eulérienne ou cycle euléerien)

Soit G = (S,A) un graphe non orienté. Une chaine eulérienne ou un cycle
eulérien est une chaine ou un

cycle passant une et une seule fois par
toutes les arétes de G.

Graphe non orienté qui admet un cycle eulérien -

cprearesra
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. Graphes non orientés | Chaines et cycles

Définition (Chaine hamiltonienne ou cycle hamiltonien)

Soit G = (S, A) un graphe non orienté. Une chaine hamiltonienne ou un
cycle hamiltonien est une chaine ou un cycle passant une et une seule fois

par tous les sommets de G.

Identifier parmi les graphes ci-dessous celui qui
1. n'admet ni chaine hamiltonienne ni cycle hamiltonien;

> admet une chaine hamiltonienne mais pas de cycle hamiltonien.

g

e
——— e

S A

it o 00

e
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 Graphes non orientes | Connexite

Oéh “niu,m gbmweme}

Un Qfdphb fion oriente est connexe si, pour tOUl couple d9 sommeis A ery S
existe une chaine reliant x ay.

Identifier parmi les graphes ci-dessous celui qui est

£
. connexe: P
2. non connexe. »
B\ 2\

5t e
L <&

SRS M oy

! TR Ao S MRt n s o o

Graphes non orientés | Connex:te

| Définition (Composante connexe)

Une composante connexe C d'un graphe non orienté G —
| sous-ensemble maximal de sommets tels
soient reliés par une chaine.

(S,A) estun E
que deux quelconques d'entre eux { :

Graphe non orienté avec composantes connexes : 1, ¢, &

! 1
¥

3117,6\

T ; "mmr—

Scanned by CamScanner
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= Soit G = (8,A) un gr. ’
ot O graphe non S € :
de G.SixeC g lorg ap orienté et C une composante connexe

: pour tout y « C, il existe une chaine passant par x et y ;
pourlout z ¢ S\ C, il n'existe pas de chaine passant par x et z.

* Les composantes connexes d'un graphe non orienté G = (S, A) forment
une partition de S.

» Un graphe non orienté est connexe si, et seulement si, il a une seule
composante connexe.

* Le sous-graphe induit par une composante connexe est connexe.
= La composante connexe C contenant un sommet x est

ly € S : il existe une chaine reliant x a y}.

Graphes non orientés | Graphes non orientés values

Définition (Graphes non orientés valués)
Un graphe non orienté G = (S, A) est valué s'il est muni d'une application

A - R
(x,y) = f(xy)

appelée valuation. Le réel f(x, y) est aussi appelé longueur (ou colt ou
poids) de l'aréte (x,y). La valuation (ou longueur) d’'une chaine est la
somme des valuations (longueurs des arétes qui le composent).

On peut représenter un graphe valué par une matrice carrée, dont les
coefficients correspondent & la valuation des arétes.

Définition (Matrice de valuation) 7
Soit G = (S, A, f) un graphe non orienté valué dont on a numéroté les
sommets de 1 & n. Lamatrice de valuation de G est la matrice carrée
M = (m;), de taille n x n, définie par

[ ), si(iDEA,
M=, S f) A

v.‘(,
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Graphe non orienté valué et sa matrice de valuation :

/@)——9 .

1 2 {/UW[ 5 Q@g}/) P
Q\j( 2 15 3 ﬁ)} (j,: =S o 5 <

5 L/ < |9 £
\Q-‘/ 0 E G AL o b y
La valuation de la chaine (A, B, C, E, D, E) est
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