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Arbres

Arbres 1 Defmmans ’ o % o - e
On se place dans le cadre des graphes non orientés.
Définition (Gycle simple) | ,

Un cycle est simple s'il passe une unique fms par chacune de ses aretes.
'I.Dehmt:on {Graphe acychque)

Un graphe non orienté est acyclique s'il ne possede pas de cycles sxmpies

,‘:{Je?tmtmn (Arbre) . : S
~Un arbre estun graphe non orienté qu: est connexe et acychque
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 hrbres | Definions e

Les graphes suivants sont-ils acycliques ?
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| Le théoréme fondamental suivant donne des caractérisations des arbres
,Theoreme (Caractensat;on des arbres)

Soit G un graphe non orienté a n sommets. Les propositions su:vantes qont
equalentes et permettent de caractériser un arbre :

. G estun arbre

2. G est acyclique et comporte n— 1 arétes
G est connexe et comporte n— 1 arétes

€%

4. G est connexe et la suppression de n'importe quelle aréte le le rend non
connexe (on dit aussi que chaque aréte est un pont)

. G est acyclique et I'ajout d’'une aréte quelconque crée un cycle
6. deux sommets distincts de G sont reliés par un unique chemin

o

'_Arbr,es | Arbre couvrant de poids minimal

Defmmon (Arbre couvrant)

SOIl G un graphe valué non orienté connexe.

» Un arbre couvrant est un sous-graphe de G couvrant (i.e. contenant
tous les sommets), connexe et acyclique. Son poids est la somme des
valuations de ses arétes.

» Un arbre couvrant de poids minimal est un arbre couvrant dont le
poids est le plus petit possible parmi les arbres couvrants de G.

Nous allons mettre en ceuvre un algorithme permettant de déterminer un
arbre couvrant de poids minimal dans un graphe valué G donne.
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Probléme. Une communauté urbaine constituee de cing villes (A, B.CDE)

g 4 ¥
‘souhaite se munir d'un réseau de connexion interne. pour cela, il faut alier
de déterminer les

les villes avec des cables. Une étude préliminaire a per mis o8 -
i1 5 >15 SN
colits (rapportés & une unité monétaire) do connexion entre 165 VIIES

@“’ """ “//

\ 7 /[_7)

et

f‘\“"}:;l:‘lv o
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Question : Comment connecter toutes les villes & moindre coit ” ?

Réponse : Le colt maximal est de 47 mais il n’est pas nécessaire d’établir
toutes les connexions ! L'algorithme de Kruskal permet de construire un
arbre couvrant de poids minimal qui répond & la question posée.

N ——————— U

'.'i_fjfi_rbres | Arbre couvrant de poids minimal
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Principe de I'algorithme de Kruskal : on construit I'arbre couvrant petit a petit,
en s’assurant a chaque étape que I'on reste couvrant et acyclique.

Algorithme (Kruskal)

INITIALISATION :
(a,..,a8m) : LISTE DES ARETES PAR ORDRE CROISSANT DES POIDS ; *
To = 0) y

POUR i=1,. -1 : |
A= mln( jelN, aj ¢ Ti.y ET Ti-1Ua; EST ACYCLIQUE}) ;

l Ti=T-1Uay ;s '
FIN (POUR)
RESULTAT : T,-1 EST UN ARBRE COUVRANT de poids minimal.

Remarque. g
» A chaque étape de I algorithme, on obtient un sous-graphe couvrant
acyclique (qui n'est pas un arbre), qui grossit jusqu’a devenir, & I'ultime ,

truit est donc un arbre (préservation du

étape, un arbre : l'objet cons
avec un poids minimal

caractére acyclique) couvrant (par construction)

(par sélection des arétes).
» La partie la plus colteuse esten fait le tri initial des aretes
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» Liste des arétes rangée par ordre croissant des poids :

% K TR ST, STA00Y il PRSI R, W PR SR

é

(AC) T(ABY (AE) (CE) (CB) (BD) (AD) (EB) (ED)

« Etape d'initialisation :
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‘Afbies', | Arbre couvrant de poids minimal
o Liste des arétes rangée par ordre croissant des poids :
ol 2 4 R TR AR TT RS AR, A
a; | (AC) (AB) (AE) (CE)y (CB) (BD) (AD) (EB) (ED)
e Etape 1 : A, = min({j € N, a ¢ To ET To U a EST ACYCLIQUE]
/@ NG
2 3 9 Détermination de l'indice : ‘
5 8 ol g g
Mise a jour . sk
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= Liste des arétes rangée par ordre croissant des poids :

e et EE . LR L

]j Arb s | Arbre couvrant de poids minimal

i 1 AR 4 5 oo 8  9 : \
a | (AC) (AB) (AE) (CE) (CB) (BD) (AD) (EB) (ED)"

o Etape2: \; =min([je N, a ¢ T, ET T, U a; EST ACYCLIQUE])

G

3 9 Détermination de l'indice :

> xt :’Z.
5 8 :
Mise a jour :

7 .
© . Err Veatq

e Liste des arétes rangée par ordre croissant des poids :

i |1 RN O, LD U e DE R
a | (AC) (AB) (AE) (CE) (CB) (BD) (AD) (EB) (ED)

e Etape 3: A3 =min({j€ N, g ¢ T, ET T, U a; EST ACYCLIQUE}

9 Détermination de l'indice
; » 23-32
: o Mise a jour :
of © . R b
by : 1 V0o
b S
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» Liste des arétes rangée par ordre croissant des poids :
7 6 7 8 9

| |
a | (AC) (AB) (AE) (CE) (CB) (BD) (AD) (EB) (ED)
o Etape 4 : A, = min({j € N, a; ¢ T ET T3 U a; EST ACYCLIQUE]}

.5 2 3 4 5

?

o

| 7 g

! = Détermination de l'indice : |
| /3/ d v 0 wn i @ L me \M@Q (W |
f / i i s ok S A el X5 nY r.-,g;{/,}':p (711/]
| G TR (, :
| @\ 7 P Mise a jour :
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i Arbres | Arbre couvrant de poids minimal

{ e Liste des arétes rangée par ordre croissant des poids :

!

T B e s B B T i B0

a | (AC) (AB) (AE) (CE) (CB) (BD) (AD) (EB) (ED)

o Etape 5: 15 = min({je N, g ¢ T, ET T, U 8 EST ACYCLIQUE}

©. & E

Détermination de I'indice :

s—/’\d -
57 8 — g

@ ks @ Mise a jour :
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~ Lalgorithme de Kruskal établit le coit minima

| de connexion des villes :

4
2 3 9
7
8
7
9 6
Le colt minimal est /“/\

o ————re—————r

e e

b

Arbresf 'Arb’re couvrant de poids minimal

g
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Définition {Arbre enracing Jcas dun graphe.
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- Arbres | Arbres enracings

»

Si la racine est C. il en résulte I'arbre enracing suivant :

i B
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~ Arbres | Arbres enracinés

Si la racine est H, il en résulte I'arbre enraciné suivant :
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Un arbre enracing, défini & partir d’'un graphe non orienté, est muni d'une
orientation naturelle : on oriente chaque aréte de telle sorte qu'il existe un
chemin de la racine a tout autre sommet.

Un arbre enracing, défini a partir d'un graphe non orienté permet donc de
définir un graphe orienté qui est aussi appelé arbre enraciné ou plus
simplement arbre.

Cela permet de généraliser la notion d’arbre au cas des graphes orientés :
Définition (Arbre enraciné : cas d'un graphe orienté)
Un graphe orienté est un arbre enraciné si, et seulement si,

» il est connexe,

= il a un unique sommet sans prédécesseur (la racine), et tous ses autres
sommets ont exactement un prédécesseur.

_Arbres | Arbres enracinés

Parmi les graphes suivants, lesquels sont des arbres ?
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. Arbres{ Nvumé_rdtation, des sommets

i
5

Definition (Numérotation préfixe el postiixe) _
On appelle numérotation préfixe of numérotation postfixe Jos
numerolations des sommets d'un arbre correspondant & l'ordre de traitement
des sommets de l'arbre lors d'un parcours en profondeur suivant gu'on
numeérote un sommet avant ou aprés le traitement de ses SUCCESSEUTS.

ot o e a8 ot e e

B e — S - B

Considérons l'arbre suivant :

D O npinee i

mérotation préfixe ' = £ 40 o T gt il e
u p &0, 9 3, P
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bres | Numérotation des sommets -

Pour le graphe présenté précédemment :

numeérotation postfixe 2 = 2, £ , 4 : L ) Q} (9/ 1) 8‘);/\(%5

2. avec la convention du « plus petit choix possible »
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