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ﬁTHéORIE DES LANGAGES. AUTOMATES FINIS ET GRAMMAIRES

1 Chapitre 1 : Introduction aux langages

r 1.1 Deéfinitions et rappels de cours

v Définition

= Un alphabet est un ensemble fini de symboles ou lettres ou caractéres.

= Un mot est une suite finie de caracteéres.

= La longueur d’un mot est le nombre de caractéres qui le constituent. La longueur du mot

m est notée {m|.

=~ Le mot vide est noté ¢, il est de longueur 0.

Wy Notation
= L'ensemble des mots que 'on peut écrire sur un alphabet ¥ est noté T*.

= Sim & X et m# <, alors m = (m;)1<ick o0 m; € T et k € N7, avec |m| = &.

v Définition (Concaténation)

Soient @ = (@:)1<ict et b = (b;)1<i<n deux mots de £". La concaténation de a et b est le mot
m = a-b=abavec m = (m;)cicken. Oumy; =q;pour 1 <i < ketmy =b; pourk+1 <1< k+h.
Onalm|/=la|+bl,eta-c=c-a=a.

Pour tout mot a et pour tout entier n > 0, on définit a" par a® = et a®*' =a”-a=a-a". On
a la"”| = nlal.

¢ Définition
= Un langage sur l'alphabet ¥ est un sous-ensemble de X".

= Un langage qui posséde un nombre fini de mots est appelé langage fini.

Opérations sur les langages : union, intersection, complémentation, concaténation.

La concaténation de deux langages est déduite de la définition de la concaténation de mots.
Soient L et L’ deux langages sur X. Alors L - L' est le langage sur X défini par

]

L-L'={m-m'/meLetm'elL'}.

Pour tout langage L et pour tout entier n > 0, on définit L® par L° = {e} et L™ =
gag p

y ughd PR B Pl
« On définit enfin I'étoile de Kleene par L* = (J L" et L™ = Lé 18,
neN neN*
(CyNotation
= Si L = {a}, on notera L-L' = {a}-L' = all, BF = {a}* = a&, B* ={a"[n’c N} = {a}* = a"

« Soient L, L' deux langages sur . On note L \ L’ le langage des mots de L qui ne sont pas

dans L’.
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v Définition a plus petite qui contienne les langages finis et qui

La classe des langages réguliers est la classe ]
4 C o et

soit stable par les opérations de réunion, concaténation, étoile de Kleene.
Autrement dit, les seuls langages réguliers sont les langages qu’il est possible de construire a

des deux régles suivantes :

laide

1. tout langage fini est régulier;
9. si L et L' sont réguliers, alors LU L', L+ L' et L* sont réguliers.

s, Proposition
Soit ¥ un alphabet fini. Une expression régu
application d'une ou plusieurs des régles suivantes :

liere est une expression qui peut étre obtenue par

(désigne le langage vide)

2. € est une expression régulire, (désigne le langage {€})
3. si z est un caractére de ¥, alors z est une expression réguliere,  (désigne le langage {z})
4 (désignant les langages L(r) et L(s))
(désigne L(r) U L(s))

(désigne L(r) - L(s))

(désigne [L(r)]*)

Les langages réguliers sont les langages qui peuvent étre décrits par une expression réguliére.

1. 0 est une expression réguliére,

. si r et s sont des expressions réguliéres,
* alors r|s est une expression régulicre,
x alors r - s est une expression régulicre,

* alors r* est une expression réguliere,

1.2 Exercices

Exercice 1.1 ,
Soient les langages sur ¥ = {a, b, c}

Ly = {a,ab,ba}, Ly = {b,ab} , L3 = {cab, ba}, Ly = {aa,ba,c}.

Décrire chacun des langages suivants :

L2. =

x* LILJLQ; * b1 * L3LJL4; *.L )

LiNL « L £ L0l « Li

* In 25 .. 3 45 2

* L1\4L2; * iQ’l; * L3\.L4; i it
* Lo\ Ly; :Ll L2j * Ly \ Ls; *23'24;
2 L, * 4 * 143

Exercice 1.2
Soit £ = {a, b}.
1. Soit le langage L = {a}. Quel est le nombre de mots de L87 de L* ol k est un entier positif
nonnul? de  {J L¥ ol n et k sont des entiers positifs non nuls? de U L*?

1<k<n 0gk<n
2. Mémes questions si L = {g,a}. c ¢ o
. wt
3. Mémes questions si L = {a,aa}. € QA & Ga)

4. Mémes questions si L = {a,b}.

{ Exercice 1.3

- | Décrire le langage des entiers naturels sur Palphabet ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Attention : on n'autorise pas les écritures d’entiers non nuls commengant par 0.
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4 Fixercice 1.4

S0i f: . ; = . . .

Soit Valphabet 35 = {1,2,3} et les langages Ly = {z € 5*/z pair}, Ly
/1_", = {l,.)}‘

”"'l;r"” l"!; I;”'yl;lgy':"/ I’H );' t" !/lt Ll'ﬁ [421 ,/[ M [/p /1] [.J ’/2: ).:‘I,_’;_
f/f'lx(zr(:it:c 1.5

Soit 35 = Ju, b} et leg langages

Ly =A{a"V[u,pe N}, Ly={d"V/neN}, L;={d"/neN}=a",

1. Donner des miots de chacun de ces langages,
2. Déterminer Ly 01 Ly,

3. Déterminer Ly \ Ly, puis Ly \ Ly.

'l

7 Exercice 1.6

Soit 2= a, b, e}, Ly désigne le langage des mots sur 2 qui contiennent
langage des mots sur 3 qui se terminent par b,

nappartenant pas i Ly,
tenant i Ly et de mots n’appartenant, pas a Ly,

/Ag - ,11.

f/ Exercice 1.7
Soit 32 = {a,b}. Montrer les résultats suivants :

L, 2 =X

2 (a') =a .
3. (a*|b°) = 2*

4. (a*ltr) = 2*

5.8 A ath’

6. (ab)'a = alba)”

7. 050 = Yrabyt|bta

W abt = (la)b”

@
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1. Donner des exemples de mots appartenant a Ly, a Ly et de mots n’appartenant pas a Ly,
2. Caractériser les mots appartenant a Ly = Ly U Ly et donner des exemples de mots appar-

3. Reprendre la question 2 en remplagant Ly par Lg = Ly O Ly Ly = by Lg = Loy Ly = Lg

i {.’C € N [r <20} et

Li={b"/n €N} =¥

4, Pourquoi peut-on éerire @ Ly = Ly - Ly, Cest-a-dire Ly = a*b™7 Peut-on aussi écrire Ly =

all moins un a et Ly le

4. Donner des expressions régulicres de chacun des langages Ly, 1 <1 < 8.
o - >

R
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Exercice 1.8 ; L Rt el L )
Soit I'alphabet & = {a}. On note Ly = o, Lo = (a*)%, Ls = (a )*, Ly =a(a®)", Ls (a”)

ient & 3 ) is pas & La ni & Ls.
1. Montrer que le mot m; = a appartient a Ly, & Ly et & Ly mais pas ri . 5
— a2 mg =a*, mr = a'%. Dire pour chacun

i 2 N
2. Soient les mots mg = €, mg = a*, Mg = a’, M3 . ) u
: il appartient. Justifier les réponses.

de ces mots & quel(s) langage(s) L; (1 < i <9)
3. Montrer que
(a) L1 = Lo
(b) Ly # Ls
(¢) LsNLy=0et L3ULy= L,
4. Quels sont les mots du langage L3 N L3 ? du langage Ly N Ls ?

f Exercice 1.9

Soient les langages sur ¥ = {a, b}
Ly=(ab)*, Ly=(ab)a, Ly=b(ab)’, Ly=(ba)b, Ls=ab", Ls=(aa)"b".

Pour chacun des mots suivants m; (1 < i < 8), dire auxquels de ces six langages L; (1<j<6),
définis ci-dessus il appartient et & quels langages il n’appartient pas

2
my = ab , mg = agb, m3 = abab, my = bab, ms = (lb, mg = b’ my = aba’ mg = E.

fExercice 1.10

Soient les langages sur £ = {a, b} définis par L; = a*b(alb)*b et Ly = b*ba™b.
1. Pour chacun des mots suivants m; (1 < ¢ < 6), dire sil appartient a L; et s’il appartient
a Ly

my =ab?, me=10, ms=a’b, my=>b'a"b’, ms=bababa®h, me = ba’b.

2. Ecrire Iexpression générale d’'un mot de Lo et en déduire que si un mot appartient a Ly,
alors il appartient & L;. On en conclura donc que Lg est inclus dans L.

3. Pourquoi peut-on dire que Ly U Ly = Ly ?

Exercice 1.11
Soit I’alphabet ¥ = {a, b, c}. Pour chacun des langages suivants, proposer une expression réguliére

le décrivant :
5 v
1. langage des mots sur X commencant par a; &

langage des mots sur X commengant et se terminant par a; oLZ aA

langage des mots sur £ commencant et se terminant par la méme lettre; 7 Z 2
langage des mots sur ¥ commencant et se terminant par des lettres différentes;
langage des mots sur X contenant au moins un a@;

langage des mots sur ¥, contenant exactement un a;

langage des mots sur X ne contenant aucun a;

langage des mots sur ¥ contenant au moins une fois le facteur aa.

G 00N L e W N

langage des mots sur £ contenant un nombre pair de a;

—
o

. langage des mots sur ¥ contenant un nombre impair de a;

-
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2 Chapitre 2 : Automates finis

2.1 Définitions ot lecture doe mots

v Définition
Un automate fini (AF) est un quintuplet A < (3, 1, D, A, Q) ol

+ M ost un alphabet
» Eest un ensemble fing d*éléments appelés clats
* D est unsous-ensemble de 2 dont les éléments sont appelés ctats de départ (ou états initinox

ou entrées)

*

A est un sous-ensemble de £ dont les éléments sont appelés ¢tats ncceptants (on Gtats
accepteurs ou états terminauy)

* © ost un sous ensemble de E x X x 1 dont les éléments sont, appelés transitions,

v Définition

Une transition est un triplet (e,.0, f) ot ¢ et f sont des élats de /2 et ot @ st un caractire de 3.,
© sera représenté par une table ou par un graphe.

v Définition

Un automate fini déterministe est un automate fini A = (3, £, D, A,0) tel que :

+ D possede an plus un élément, ¢'est-d-dive qu'il y a au plus un état de départ.
+ Pour tout état ¢ de £ et pour tout caractére a de ¥, il existe au plus un état f de £ tel
que le triplet (e, x, f) soit une transition de ©,

v Définition
Un automate fini complet est un automate fini A = (%, 5, D, A, ©) tel que :
« D # 0
+ Pour tout état e de £ et pour tout caractere x de X, il existe au moins un état f de £ tel
que le triplet (e, a, f) soit une transition de .

v Définition
Un automate fini déterministe complet (AFde) est un autonrate fini A = (X, 2, D, A, 0) tel que :

* D posséde exactement un élément.
* Pour tout état e de E et pour tout caractere @ de X, il existe un et un seul état f de £ tel
que le triplet (e, z, f) soit une transition de ©.

v Définition
Soit A = (3, E, D, A,©) un automate fini. Un chemin de longueur n dans Pautomate fini A est

une suite de n transitions de ©

(61,171,82), (82,1'2,6’3), (Cs,iﬂs,ca),“‘ s(Cn,iUanH)'

L'état e, est 1'état de départ de ce chemin et e,y est I’état d’arrivée de ce chemin. Le mot
m = 12Tz - Ty de L* est la trace de ce chemin.

v Définition o , ‘ .
+ Un mot de £* est reconnu par Pautomate fini A s'il est la trace d’au moins un chemin dans

automate A, ol e; est un état de départ de D et e,y est un état acceptant de A.

+ Le langage reconnu par I'automate fini A est 'ensemble des mots reconnus par 'automate

A. Ce langage est noté L(A).

Scanned by CamScannéf



Sy Notation ;
i « Soit F un sous-ensemble d'états de B et ¢ un caractere de X On noters F7or
{ofa 0B (p 2 0) e sous-enserable de £ constitué des états [, tels quiil existe su
moins nue travsition (¢, r, f,) de &, ot ¢ est un état de /. Onon

Fopm U {fi/(e,x [;) € B},

e I

« Attention, on peut avoir }.x = ),

*+ Onad. r=0

« Ona b s = p
v Définition (Lecture d'un mot m = vyearg - x, de 0 par Pantomate fini A)
La lecture d'un ot est fa suite des sous-ensembles d'états dans lequel se trouve Pautomate fini
au cours de la lecture de ce mot. Le dernier sons-ensemble. 12 - m, est déeisif, On obtient ainsi

tous les états qui appartiennent aux chemins dont les états de départ sont dans D et dont m est
la trace. On éerira

i
k
3
:
B
i
i
i
§
g
;
8
v

I)I =D.r PaPa s e P oo ) » 5 aam .
n 1 Il Sy = {! 11,€12,° ¢ , € 1;.} * T3y "+ Ty, OU 1)'.!'1 B ((‘“.l.'g‘_‘," ¢ \fflp}' P =0,
= {(-21‘(2:, e ~(».‘q} “ X3 Ty, ol {‘l‘n‘cl‘-“‘ .o “-“‘} T {(".“‘t’
e {(l!l—l.l-' n—-12" -ﬁl*l.'x} * Ly, h 2 0,

= {("‘l‘(“”;" T "."h} g {f'nl-(.n'.“ b -"nh}' }‘ 2 0.

22,0+ €}, @20,

I) m est Uensemble des états d'arrivée de tous les chemins dans Mantomate fini A dont 'état de
départ est dans D et la trace est le mot m. Le mot m de £* est reconmu par automate fini A si
et seulement si Do m = {eqy, ep0,0 0+ e} N A # D, T R e

v Remarques
+ Deux automates sont équivalents si et senlement si ils reconnaissent le méme langage
e SRSy & e
+ Si Nautomate fini est déterministe complet, quel que soit le mot de 5. tous les SOUS-
ensembles d'états rencontrés dans la lecture de ce mot sont des singletons, cest-a-dire des
sous-ensembles possédant un unique état.

+ Si Pautomate fini n'est pas complet, on peut trouver 'ensemble vide au cours de la lecture
d'un mot.
* Si l'automate fini n'est pas déteriiniste, certains sous-ensembles d'états peuvent posséder
plusieurs éléments.
¢ Définition
Un langage L est reconnaissable par un automate fini si et seulement s'il existe un automate fini
gag 1 1 L 1ate fini
A tel que L(A) = L.

& Théoréme
* Tout langage régulier est reconnaissable par un automate fini.

+ ‘Tout langage reconnu par un automate fini est régulier.

= Kxemple
Exemple de langage non reconnaissable par un AF : L = {a"b* /k € N},
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%Notation

| Soit L un langage sur 'alphabet 3. [, désigne le langage complémentaire de L dans ©*
!

L=%'\L= {m/mex etmé¢L}.

i
|
L est donc le langage des mots de X* qui n’appartiennent pas a L.

2 Proposition

Soit A= (X, F, D, A, ©) un automate fini déterministe complet (AFdc) qui reconnait le langage

L : L(A) = L. On définit A" = (5,E,D,A,0),00 A = E\ A = {efe € Eete ¢ A} est le
complémentaire de A dans E.

Alors tout m de £* est reconnu par A’ si et seulement si m n’'est pas reconnu par A, c'est-a-dire
L(A) = L.
v Définition
Un automate fini A = (Z, E, D, A, ©) avec des e-transitions est un automate fini non déterministe
qui posséde des transitions étiquetées par le mot vide : (ei,€,€;5), ol e; et e; sont des états de E.

L
g

b
o
4

PN BT TN N ARV AT SN YA

Q Notation
| Soit e; € E et z € X, alors

b(ej,z) = {{e;} - z,{e;-z}e"ouneN} C E

est ensemble des états atteignables & partir de e; en utilisant la transition z et les e-transitions,
car quel que soit z € ¥, = z&™.

% Proposition
| Tout AF avec des e-transitions est équivalent & un AFdc sans e-transitions.
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2.2 Exercices

ff Exercice 2.1

Soit I'alphabet £ = {a,b}.
1. Dessiner I'automate fini A = (£, E

L.ED.AO) o E={1,23} D= {1}, A= {3}, et © est

défini par sa table de transition -

2. Cet automate fini est-il déterministe ? complet ?

3. Comment cet automate fini lit-1! les mots suivants -

my =ba, my=ab, my = ¢, my = a, my=h, mg=baba, m; = abah, mg = aabbaa.

4. Quel langage L{A) reconnait-il ?
;Zr" Exercice 2.2
Soit I'alphabet £ = {a,{,m.n}.
On considere les six automates finis A
E = {1,2.3}. D, = {1} pour i # 5 et
I ! £
‘ 2

i

(£.E,D,. A;.6). 1 < i< 6 définis ainsi
= {2} 4y = 0, A, = {1,2,3},

G |
| 22

As=1{1}, As= {3}, et} 13121
1 i

.|

<

|

i { | H
[ 3 1313]3]3]
1. On considere 'automate 4.

(a) Cet automate est-il déterministe? complet ?
(b) Comment sont lus les mots fama? maman? faamif? =?

(¢} Quel est le langage reconnu par A, ?
fim|n
(d) Soit 'automate A} défini par son graphe : —-®~/———TT—\‘—@
Quel est le langage reconnu par A} ? Cet automate est-il déterministe ? complet ?

2. Pour chacun des automates 4;, 2 < 1 < 6. donner une expression régulitre du langage L{A;)
qu'il reconnait.

| .’chahne‘d by' CamScanner
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7 Exercice 2.3

~O1 " [ st - T

.;\()2 Id]’])h‘dh(l fru' e {u,‘b, c}. ()p considere les quatre automates finis A; = (5, F, D, A, 6;),
S ¢ = 4, definis par I = {1,2.3}, D = {!}_L_A_,._:; {1}, Ay = {2}, A3 = Ay = {3}, pour

O, [alb]e o, kol ‘_,{T

T SO N 2 Y I ;

ot s 3 o 1 s 173
__-*2‘— M__—“_[“ _i et 5 . = “
: 3 - i i

L. Pour chacun de ces automates, dire s'il est déterministe ? complet ?
2. Comment I'antomate fini 4;, 1 <i < 3, lit-il :

my = ab, my = abe, ms = abb, my = abba, ms = bcbe, mg = bab, m; = abbbe, my = beche.

3. Quel langage L(A;) reconnait-il 7
Exercice 2.4
Construire des automates finis reconnaissant les langages réguliers de I'exercice 1.11. Ces auto-
mates finis ne seront pas nécessairement déterministes ou complets.
Exercice 2.5
Soit les langages sur ¥ = {a, b}

Ly = (ab)*, Ly=(ab)"a, Ly=0b(ab)*, Li=(ba)'b, Ls= a'b*, L¢ = (aa)" b".
1. Pour chacun des six langages Lj, 1 < j < 6, dessiner le graphe d’un automate fini recon-

naissant ce langage.
2 Comment chacun de ces automates finis lit-il les mots :

r“n

. o » o
m; = ab?®, mo =a"b, mz = abab, my = bab, ms = ab, mg=">b, m7 = aba , mg = =.

1.9.

Comparer avec les résultats trouvés dans 'exercice

4
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& Exercice 2.3

Soit alphabet 22 = {a, b e}, On considiee les gquatre automates finis A, (5. K, D, Ai, 6y},

I <1 % 4, définia par 17 = {1,2,3}, ) {U‘ Ay = (1}, Ay = {2}, Az = Ay = {3}, pour
. Pn ¢ “1 - Shas . e " ,;

6, aybie i‘ A, FaTh el

. B R TREE s T N R
tout ¢ <. »,l s ] Z !“'I ] g-’ﬁ/’;- |
2 [ :s; 2 EIE

S S e t /BTN Sams e 2y

‘| B T I IO 8 N O B

1. Pour chacun de ces antomates, dire 8il et déterministe? complet”

2. Comment Pantomate fini A, 1 < i < 3, lit-il

my = ab, 1y = abe, my = abb, my = abbu, g = bebe, g = bab, g = abbbe, 1 = beckhe,

3. Quel langage L(A;) reconnait-il 7

Y Exercice 2.4

Construire des automates finis reconnaissant les langages réguliers de Pexercice 1.11. Ces auto-
mates finis ne seront pas nécessairement déterministes on complets,

Exercice 2.5

Soit les langages sur ¥ = {a, b}

Ly = (ab)', L= (ab)’a, Lz=0blab)’, Li= (ba)'b. Ls=a"b". Ly=/(aa)"b"

1. Pour chacun des six langages L;, 1 € j £ 6, dessiner le graphe d'un automate fini recon-
naissant ce langage.
2. Comment chacun de ces automates finis lit-il les mots :

Ml
my = ab?, my = a’b, my = abab, my = bab, ms =ab, mg=="b, my=aba , mz = =.

Comparer avec les résultats trouvés dans Pexercice 1.9.

s R

9
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;fvflixernicc 2.6
Soit aiphabet £ = {a,b.c}.

1. Soit L; le langage des mots sur X qui contie

anent le mot dac et se rerminent pat a.

(a) Ecrire une expression régulidre de Ly. :
- oh I s o T * u‘\x 1‘[!‘.1’:“)‘(\ 3
{b) Déduire de cette expression réguliére un automate fini A; reconnassant e AN

L(A) = L.

(¢) Indiquer comment cet automate fini A; it chacun des mots suivanis .

— 2l Ma == F.
my = abaca, ms = abach, mg = abachaca, my = boaca, My = beab, mg =&

2. Soit L le langage des mots sur ¥ qui contiennent le mot bae on se terminent par i

Eecrire une expression réguliere de Lo

N

(a

A P . . . . Py o p 2 % o svgy } v 3

(b} Déduire de cette expression régulicre un automate fini Az reconnaissant ce [ANgALe !
L(A2) = La.

(¢) Indiquer comment cet automate fini A lit chacun des mots suivants :

my = abaca, my = abach, m3 = abacbaca, my=1beua, my= boab , mg = &

3. Soit Ls le langage des mots sur ¥ qui commencent par ab on se terminent par ea.
{a) Ecrire une expression régulicre de Lj.
(b) Déduire de cette expression réguliere un automate fini A3 reconnaissant ce langage :
L{A3) = Ls. Cet automate a 2 états de départ.

(¢} Indiquer comment cet automate fini 45 lit chacun des mots suivants

my = abaca, my = abach, my = abacbaca, my="beaa, my="beab, mg=¢.
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éif Exercice 2.7
1. Déterminer le nombre de mots de longueur 2 reconnu par lautomate suivant, puis le norbre
de mots de longueur 3, 4 et 5.

2. Pour I'automate suivant, déterminer le nombre de mots de longueur 5 et le nombre de mots
a a

@
a
1 0 0 1 0
00 1 0 0
On donne les puissances successives suivantes de la matrice A = 0o 1 0 0 0
01 0 0 1
0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 1 2 1 1 2 1 4 2 1 3 1 6 4 1 4 1 9 6 1 5
0o 1 0 0 O 0 0 1 0 0 01 0 0 O : 0 0 1 0 0 - 0o 1 0 0 O
A2=lo o 1 o o],A%=]0o 1 0 0o o}),A*=[0 0 1 0 of,A°=|0 1 0 0 O),A"=}0 0 1 O 0OF,
o 1 1 0 1 0 2 1 0 1 0 2 2 0 1 0 3 2 0 1 0. 3 3. .0 1%
0 1 1 0 1 0 2 1 0 1 0 2 2 0 1 0 3 2 0 1 6 3 3 0 1
1 12 9 1 6 1 16 12 1 7 1 20 16 1 8 1 25 20 1 .9
o 0o 1 0 0 o 1 0 0 0 o0 0 1 0 O 0o 1L 0 0 0
AT=]lo 1 o0 o of,A*=|0o 0o 1 0o o],A*=]0 1 0 0 0O A%=l0 o 1 o0 o0
0 4 3 0 1 0 4 4 0 1 0o 5 4 0 1 0 5 5 0 1
0o 4 3 0 1 0 4 4 0 1 0 5 4 0 1 0 5 5 0 1

3. Méme question que précédemment si I'état 5 est également acceptant.

11
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3 Algorithmes de simplification d’automates finis

3.1 Rappels de cours

3.1.1

Automates finis déterministes complets

& Proposition (Théoréme de transformation d'un AF en AFdc)

*

*

*®

Alors

Soit A = (X, £, D, A, ©) un automate fini. Soit A = (£, £, D, 4, 0), on

E={F/FCFEet3meX,D  m=F}:les états de A sont des sous-ensembles d’états
de A, c'est-a-dire que les éléments de F sont des sous-ensembles de E.

D ={D}

« A={F/FeEet FNA#0)

O={(FzF . z)/FeFketze I}

A est un automate fini déterministe complet qui reconnait le méme langage que A. On dit

que A est équivalent i A car L(A) = L(A).

#: Algorithme (Algorithme de “subset construction® pour construire I’AFdc ./i)
Construction des états de A et de la table de transition © :

| &
2

o

Initialisation : I'état de départ de A est le sous-ensemble D des états de départs de A.
Ecrire, pour tout x de ¥, les états D - z, sous-ensembles d’états de A. Ces états sont
impérativement numérotés par ordre d’apparition.

Pour chaque nouvel état ¢, écrire, pour tout = de 3, les états €’ -  , sous-ensembles d’états
de A, états que I'on numérote impérativement par ordre d’apparition.

Lorsque I'on ne crée plus de nouvel état, la construction est terminée.

Les états acceptants de A sont les états de £ qui contiennent au moins un état acceptant

de A.

v Remarques
* Si pour un certain €’ et un certain x, on trouve e’ -z = (0, alors @ est un nouvel état de E, qui

aura le numéro correspondant & son ordre de création. Pour tout = de &, on aura ¢ - z = ().

* Si A possede n états, c’est-a-dire si £ a n éléments, alors A peut avoir jusqu’a 2" états.
p

« D=

= 4D} I ‘automate A a donc bien un unique état de départ, D. De plus, quel que soit

Iétat e de E et quel que soit le caractere = de T, alors {e} -z = {f} est un singleton de

E.

Autrement dit, (e, , f) est I'unique transition de © commencant par (e,x). L’AF A est

donc bien déterministe complet.

3.1.2 Automates finis déterministes complets minimaux

v Définition
Soit A =

est un ¢

(X,E,D, A,0) un AFdc. Parmi tous les AFdc équivalents & A, A’ = (%, E', D', A, @)
AFdc minimal si et seulement si tout AFdc équivalent a A a un nombre d’états égal ou

supérieur au nombre d’états de FE'.

% Propo

, On peut démontrer I'unicité de ’automate minimal équivalent & A.

sition
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x!cAlgOI‘ithl.llC (Algorithme de Nérode pour construire PAFdc minimal A’)
Construction de 'AFdc minimal A’ = (X, £, D', A’,@') tel que L(A") = L(A).

1.
2!

A= (-E~ E,D,A,0) est supposé étre un AFdc, sinon on le rend AFdc.

Soit A le sous-ensemble des états non-acceptants de E, et soit A le sous-ensemble des états
acceptants de E.

On constitue la liste Ly des paires d’états non-acceptants et des paires d’états acceptants.

. On construit la table de transition suivante : pour toute paire d’états {e, e’} de Lo et pour

tout = de X, on écrit {e,e'} - .

. Principe de I’algorithme :

(a) Pour chaque paire d’états d’une liste L, si pour tout = de £, {e, ¢’} - = est un singleton

ou bien un élément de L, alors {e, €'} reste dans la liste L.
(b) Sinon, c’est-a-dire s'il existe au moins un z de ¥ tel que {e, €'} -z n’est ni un singleton
ni un élément de la liste L, alors {e, €'} est une paire d’états non regroupables, elle est

retirée de la liste L.
On pose L = L.
Tant que L contient des paires d’états non regroupables,
Faire L = L \ {paires d’états non regroupables}
Renvoyer L
Pour toute paire d’états {e,e'} de la liste L obtenue en sortie de I'algorithme ci-dessus,
on supprime I'état € de I'ensemble des états E. On dit que les états e et € de E sont

regroupables.

L’AFdc minimal A’ = (£, E', D', A, ©') est obtenu en renumérotant les états et en déduisant

la nouvelle table de transition ©'.

1 Remarques
 Si pour une paire d’états {e,e'}, et pour tout z de ¥, {e, €'} - = est un singleton, alors cette

paire d’états sera toujours gardée dans les listes L successives, les états e et €’ sont donc

regroupables.

« Si la liste finale L vérifie L = @ , alors 'automate A = (£, E, D, A, ©) est minimal.

3.1.3 Automates finis a e-transitions

# Algorithme (Construction d’un AFdc A sans e-transitions équivalent a un AF A)
On cherche A = (5, E, D, A, ©) sans e-transitions équivalent a 'automate fini A= (Z,E,D,A,BO)
avec des e-transitions. Les états de A sont des sous-ensembles d’états de A, c’est-a-dire que les
états de I sont des sous-ensembles d’états de E. D est un singleton de £, c’est-a-dire que A a

un seul état de départ Fy construit ainsi :

F Z{E,‘ € D, {(3,‘}'6" ou TLEN}

Si F={e; € Efiy <ix <ip} € E est un état de A composé de h (h € N*) états de E, alors

Fg=F = U b(e;, - z) € E.

11 <iE<ip

Les états acceptants de A sont ceux qui contiennent au moins un état acceptant de A.

13
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3.2 Exercices

V Exercice 3.1 chteax ot Bnle e daty
g > 5 - ! , \I 1 [’ 5?1 y SIIT y Ho s TSR P o e
Soit Valphabet {a.b.c}. Soit L le la

terminent par a.

-, p W a3
1. Eecrire une CXPIession I‘."Z._;U].’.‘:T": de L. j %
i § fMﬂ‘ TIRTEEE ":.k:

=4
e

1
B

nnais
JARE

2. En déduire un automate fini A qui reconnz

4“ 4 - -
: Adsprrrinisne
ver un aulomale Do GL8AT s

ni complet.
Utiliger 1'algorithme de “subset construction”

3.
complet équivalent 2 4. ;
, a ;bic
- 1 .
2 123:2,2
4. Soit Vautomate fini A, domt la table de transition est - ; T
- 4 5
3 =

T Qw.,—-;];q‘-;'ew

- =~ e e
COONSIIUCROn PO &0 <

Vérifier que L = L(A) = L{Ay). Utiliser I'algorithme de “subset construction
‘ un automate fini déterministe complet équivalent 3 4

Exercice 3.2
ui contiennent au moins une fois |

Soit I'alphabet ¥ = {a.b}. Soit L le langage sur £ des mots qui contienn
facteur aa.
Partie 1 :
1. Ecrire une expression réguliére de L.
2. En déduire un automate fini 4 qui reconnaisse L. Cet aure mate devrait &tre ni déter-
ministe ni complet.

3. Utiliser I'algorithme de “subset construction™ pour trouver un automate fini détermi
niste complet équivalent 4 A.
Partie 2 :
Construire grice & I'algorithme de Nérode l'automate fini déterministe comp
équivalent a I'AFdc ci-dessous.

T i rewnn §
inims

&
& ssadld
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;éfl'lxm'cico 3.3
Soit Palphabet & = {a,b, c}. Soit L le langage des mots sur ¥ qui contiennent au mon
le facteur ab.

w une fois

Partie 1 :
1. Ecrire une expression régulicre de L.

9. En déduire un antomate fini A qui reconnaisse L. Cet automate devrait étre ni déter-

ministe ni complet.
3. Utiliser 'algorithme de “subset construction™ pour trouver un automate
niste complet équivalent a A.
Partie 2 :
1. Construire grice a lalgorithme de Nérodel
Ay équivalent & A déterministe complet donné ci-dessous :

fini détermi-

0

‘automate fini déterministe complet minimal

ble ble
l \ a G ’ | . a g
&/\« b &/\«
—
A Z
¢ ble

Déduire de Ay un automate fini déterministe complet qui reconnaisse le langage des
mots sur £ qui ne contiennent pas le facteur ab.

o

3. Utiliser le résultat des questions précédentes pour proposer une expression régulicre du
langage des mots sur ¥ qui ne contiennent pas le facteur ab.
Exercice 3.4
| Soit % = {a,b,c}. Construire un AFde minimal reconnaissant L = aby* | S*ca¥l’.

Exercice 3.5
Partie 1 : Construire les automates finis déterministes complets reconnaissants les langages de

'exercice 2.6.
Partie 2 : Rendre minimaux les automates finis déterministes complets de la partie 1.

Exercice 3.6
Soit I'alphabet £ = {a, b}. Soit 'automate A = (X, £, D, A,0)ou E = {1,2}, D = {1}, A = {2}
e

a |b
ot © est donné par sa table de transition :| - 1 1,21
2+ 2|2

1. Cet automate est-il déterministe? complet ?

9. Construire 'automate fini déterministe complet équivalent. Vérifier qu'il est minimal.

on déduire une expression réguliere du langage L reconnu par 'automate A ainsi qu'une
expression réguliere du langage complémentaire de L dans ¥*.

4. Attention : si un automate fini A n’est pas déterministe, on ne peut pas en déduire simple-
ment un automate fini reconnaissant le langage complémentaire de L(A). Le vérifier sur cet
exemple.

[a——y
ot
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i e fL \;;.'n‘ “{ih

Fran ndein % P ’ y pkd g k3 ol ) d
U LR . ) R soave tint A % \}._\ N R s St
) it lx;*h‘.hﬂt\w‘ Nb {\‘M Sait Pantona \ f e E o ; ‘s‘ 2
prinuiy Fa ]
Lo e d ]
. ; ) ! 9
Lo JED el € st donng par s fahle de frangdtion ».g 3 i JL | f
| \3 i ; il ;
¢ I “;“ % "\3{" h‘ lml}’\“\‘l“ ’ ‘h\‘t; ’“\_\!-R

L) veconnn par cet atol

[ On chisgelie & ontrer que he Tatusage X Y
o et ad ol I factour &

aur M qud CORBTOTRENE st ot wie ol
Partio tt

o Dosannt Pantomatoe ting

20 Berie Hne expression reglidte die angage

A b dedinie du sttt de e question 2 un automate G Ao reconnaissant £

EConstimire un automate i dotermingste complet dquivalent Al
Partio 90 On adimet que PR Ao dome par fa table de trapsition suivante reconnait £
} FaThl
' 5 g1
Em LIS
3 (4]
iL ‘{ f Y ; A‘ ;:
1 “ | %
r i

1’ o b o
f . B i 1
Lo Hpd(d)

E Donner Pantorate int déterministo complet minimal équivalont & 4y,

2 Poutguot peat-on conclure que L) = L0
do Berive une exprossion regadiote du langage des mots sue M qui ne contionnent ni o
facteur ae i e tactenr b,

',;(i
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LA, @) ot E = {1,2,3,4}, D={1},
o T T

J Exorcice 3.7 e il S
Soit I'slphabet ¥ == {a,b}. Soit Paintomate fini A ..(,,*.Lmé.a.ﬁ» T(_L __(,
ey N
AU S
A== {4} et O est donné par sa table de transition : ? . l 4) ;
/ 414
o } angage L des mots

o Pt 1 ate est le 1
On cherche & montrer que le langage L(A) reconnu par cet automate est
sur Y quti contiennent an moins une fois le facteur aa on le facteur bb.

Partie 1 :
1. Dessiner 'automate fini A.
2. Ecrire une expression réguliere du langage L.
3. En déduire du résultat de la question 2 un automate fini A, reconnaissant L.
4. Construire un automate fini déterministe complet équivalent a Ajy.

Partie 2 : On admet que 'AFde Ay donné par la table de transition suivante reconnait L :

alb

1. Donner I'automate fini déterministe complet minimal équivalent a A,.

2. Pourquoi peut-on conclure que L(A)=L?
3. Ecrire une expression réguliere du langage des mots sur X qui ne contiennent ni le
facteur aa ni le facteur bb.
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¥ é i
¢ Fxercice 3.8
Soit 'alphabet 2 =

<

A.B) o E = {1,2,3,4}, D= {1},

{a.b}. Soit Pautomate fini A = (Y. E. D

5 Rt

‘ Fi kd v 5 11;‘3
A5 1T) o O ek Aok P R
{1} ) est donné par sa table de transition e 1 '{‘
NG

S ok

BEERDRE

On cherche & r
n che & montrer que le k et By ST
sur ¥ qui contienne jue le langage L{A) reconnu par cet antomate est le langage L des mots
‘ ntiennent un nombre pair de @ et un nombre pair de b i)
Partie 1 : .
1. Dessiner automate fini A
2. Définir le ke ' A
P 3 (‘lan TRPCe () + S eén " & L\ &
gage L complémentaire de L dans V' o en donner une expression regulicre,

3 En déduire X o :
n (1(’,‘(10.1&‘ un automate fini reconuaissant L, puis un automate fini déterministe com-
plet équivalent.

Partie 2 : ( AR : ]
Partie 2 : On donne 'AFde suivant reconnaissant L ¢

Q
el ] I s .
/ (¢ T
b b b b
* a E

a
_ Déterminer I'automate

 Donner un automate fini déterministe comple

~ Montrer que L(A) = L.

fini déterministe complet minimal équivalent & AT ci-dessus.

—

t reconnaissant L.

| S}

[
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N R R N S S

;‘fExurcice 3.9 l 5 _*{Jq :j
T 1211

-

9 | '~

AT T3 Q\“SH
[» | }.

cme f 1.5 Ff\

6

SRR

e de transition :

Soit I'alphabet £ = {a , b}. On définit I'AF A par sa tabl

Partie 1 :
1. Dessiner 'AF A et en déduire une expression régulicre du langage
age?

L reconnu par A.

Comment peut-on caractériser les mots de ce lang

_ L’AF A est-il déterministe? complet ? Justifier les réponses.
_construire un AFde équivalent & A.

|3V}

3. En utilisant 1'algorithme de “subset construction”
Indication : cet AFdc posséde 7 états.

Partie 2 : On donne ’'AFdc suivant qui reconnait L :

b a
"’QD} LG
b b
b
b a
a

1. En utilisant 'algorithme de Nérode, trouver 'AFdc minimal reconnaissant L. (Indica-

tion : cet AFdc posséde 3 états.)

9. Utiliser I'AFdc trouvé a la question 1 pour proposer une expression réguliere pour le
langage L (différente de I'expression réguliere trouvée en partic 1).

3. Soit L’ le langage des mots sur 5> qui ne contiennent ni aa ni ab. Que peut-on dire des

langages L et L'?

4. Déduire des questions précéden
réguliere du langage 1

tes un AFde A’ reconnaissant L' et une expression
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ﬁj’Excrcicc 3.10
1. Dans cette question, on travaille avec I’alphabet ¥ = {a, b}.

(a) Soit L lelan P 1t ;
o gage des mots sur ¥ qui se terminent par aa. Ecrire une expression régulicre
Pl &

(b) En dédui i
) tire un AF A reconnaissant L' = LU {a} (cet AF aura 2 états de départ).
vus en cours, un AFdc équivalent a A (cet

(c) Construire, en utilisant les algorithmes
cet AFdc minimal possede

Afj’dc posséde 5 états), puis ’AFdc minimal équivalent a A (
3 états).
2. Dans cette question, on travaille avec lalphabet £/ = {0, 1}.
Ra?)pel - tout entier x strictement positif se décompose de maniére unique comme so
puissances de 2, ¢’est-d-dire selon la forme :

b 222+ 212 + 2%, 0u Vi, 0 i<k, T € {0,1} et T = 1.

mme de

T = 2328 + 2p 2571+ -
(z) sur¥' : m(z) = TpTr-1 - T2T1T0-

L ’écriture de cet entier r en binaire est donc le mot m
0x22+0x21+1x20 et l’écriture

Ainsi 233 =1x 27 +1x 26 +1x25+0x2'+1 x 2% +
en binaire de 233 est donc m(233) = 11101001.

(a) Ecrire en binaire 18, 24, 15, 36, 0. Parmi ces entiers, y a-t-il des multiples de 47

Lesquels ?
(b) Comment caractériser les entiers divisibles par 4 a partir de leur écriture en binaire ?

(¢) Donner une expression réguliére du langage sur 2’ constitué des en
en binaire divisibles par 4. Ce langage sera noté L(4).
(d) Proposer un AFde reconnaissant ce langage L(4). Indication : utiliser le résultat de lo

question 1(c).

Exercice 3.11

Soit I'alphabet & = {a, b}. Montrer que le langage L = {a*bF /k € N} sur X n’est pas un langage
régulier.

Indication : faire u
naissant L. Montrer que c¢
sont des entiers différents.

tiers positifs écrits

n raisonnement par sabsurde. Supposer qu’il existe un automate fini Tecon-
¢ automate fini reconnait aussi des mots de la forme akt" oun et k

fExercice 3.12 }
Soit A I'automate fini A = (%, E, D, A, ©) avec dgs__air_ag_s_ijcions tel que L(A) = L = b*a*b, dont
celalb
ol , 2, > ] o | 1]
la table de transition est donnée par : 5 — 53]
3 +

e un AFdc A sans e-transitions équivalent a A.

.Construir

19




W ‘ i . : ' = =1 - iti l L(A) S 2 l./ ey ( b ‘b (1 s
q 3 T L!tl()lh, te QUC 1
it I'automate fini A (Z E, D, A., @) avec des e-trans ‘ qb
= ___4____’_/..-—___.'»,_*

- 3

[y

Ll no
+|+

dont la table de transition est donnée par :

z
|

(¥}
+

1. Dessiner 'automate A.
2. Construire un AFdc A sans e-transitions equiv

3. Déterminer une expression réguliére du langage L.

alent a A. Dessiner lautomate obtenu.

4. A est-il minimal ?

Exercice 3.14 , . RN ;
Soit I'alphabet £ = {a, b}. Soit .4 I'automate fini dont la table de transition est donnée ci-dessous :

[efa]b]
1 [201] |
2 [3] 2]
3 +] [3] |
1. Trouver A’, 'automate fini déterministe complet minimal équivalent a A. (On devrait trou-
ver que A’ posséde 4 états.)
2. Ecrire une expression réguliére du langage L = L(A) = L(A").

l
-
f
I
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i ng:t'er‘(:icc 3.15
+/ | Seit Falphabet 3 .. {a,b}.

i Y

1. Soit les langages gr z

L= b ab,

Ly=g* =
2 = qa*, by=I;. Ly, Ly =babry Ly= L0
(a) Dessiner Jo 8raphe d'un aytom,
fini reConnaissant '

Ly, puis e graphe d'yp BUtomate fini reconmnsisss e

-transitionsg. dessiner je graphe d'up Atomate fi

Un automate fipi reconnaissant J P
fini dont 15 table de

(b) En utilisant des £
puis le graphe o
2. Soit A l'automate

i
1
f”ll ”.‘Cf)ll.'idf..‘.d:‘f_, [~J- I e pranhe 4 i
i
]

5

transition est donnée ci-dessons -

' o
;T“iTT
S R o e s
R A -
[T N e
R B
e
et el | T4 6 )
7 F

(a) Expliquer pourquoi cet automate 4 n'est ni déterminist;

(b) Eu utilisant Ialgorithme vu en caurs. construire un automate
Sans s-transitions A4; équivalent a 4. C’est-a-dire tel que 1.4

avec soin les différentes étapes de Ualgorithme. On devrais tro
états.)
(¢) En utilisant I'algorithme de Nérode. constswire Vautomate fni déte IS QoEmTe
(AFde) minimal A4, équivalent a 4, et & 4. c'est-d-dire tel que L{4;} =
ou encore tel que les automates Ao, A; et A reconnaissent le ;

détaillera avee soin les différentes €tapes de 1 algorithme. On derrust ¢
posséde § dtats.)

3. (a) Dessiner le graphe de 4, et en déduire une expression régulitre L, du langage Li 4,
reconnu par A,.

1 A N “»‘, s ":;:‘.'.!,‘.. ' § I "-_\ -.‘;‘rv.\ 4§
(b) Dessiner le graphe de A et en déduire une expression régulitre I @ &

- aed RS
=

A

reconnu par 4.

Y

¢ 1 ~ (AR ~-,v-§\.\”‘

(¢) Par construction (cf. 2(c)), A et A sont dquivalents ¢t done L.

Y : N o A PR > T WS S 2 oS 3

Expliquer pourquoti les expressions régulidres troumées en Jal
Quel lien y a-t-il avee la question 17

" Exercice 3.16 \, st
< 7] Soit Palphabet £ = {a,d}. L désigne le langage sur £ : L = a*baa"jabta.

-

' ini avee des s-transitions reconnaissant e langage 1.
1. Trouver un antamate fini avee des s-transitions rec

i n Cours er lantomate fnt déterminiate covaniot wi-
2. Eu utilisant les algorithmes vus on cours, trouver Nantomare fni & terminise oy
Nt o ¥ s . - d y . (o W sl Fad = S "-?,'7 ’z 3 ";‘ :::‘.a'\- 3
nimal reconnaissant le langage L {Indication : cef AP minimal o 3 d2ag

. . . B
3. Viéntier ainsi que L = a*d*aa”.
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4 Grammaires algébriques

. 4.1 Rappels de cours

v Définition i e i
Une grammaire algébrique est un quadruplet (£, NT, S, P) ot

+ X est un alphabet dont les caractéres sont appelées syvmboles terminaux ; ,
Aok QU W non terminanx ot
* NT est un alphabet disjoint de ¥ dont les lettres sont appelées symboles non terminaux
variables

*

- ; Ay, ‘part ou axiome
S est un élément de N7 appelé symbole initial ou symbole de départ on axiome

v X € NT,;

*

\ e . R L oy,
P est un ensemble fini de régles de rééeriture ou régles de production : X' —» §, avex
de(ZUNT) et (X,0) € P.

v Définition (Dérivation dans une grammaire algébrigue) o R
- - . v N 2 e o » N/
Soient une grammaire algébrique G = (E,NT, S, P) | a et 3 deux mots de (XU NT)*.

. 'e . . ) WP Tl 2 AT e
» On dit que 3 dérive de a en une ¢tape s'il existe des mots o', a” et § de (XU NT)* et un
symbole non terminal X tels que :

a=a'Xa", g=dada" et (X,d8) € P.

On écrit : a — 3.

* On peut définir par induction la dérivation en n étapes, n € N (n =0 correspond au cas on
a = g): 3 dérive de a en n + 1 ¢tapes s'il existe w tel que w dérive de a en n étapes et 4
dérive de w en une étape :

Sia— wet w— 3, alors o *H4 3.

* On dit que 3 dérive de a il existe n € N tel que 3 dérive de a en n etapes, ce qui se note
a—73. La lnngtn;g}_{[_ggwlld_érivation a —3 3 est égale au nombre d'étapes,
v’ Définition
Le l‘nng.iage engend131)_zir_kl_g{;_ﬂlﬂl_zljl_’g_gl_gélg_rﬂggﬁ est 'ensemble des mots de 31 qui dérivent,
de I'axiome S (ces mots ne contiennent ancun symbole non terminal) ¢

L(G) = {a/a € £* et a dérive de S}={afaeL et §% a}.

v’ Définition
Deux grammaires G et G sont équivalentes si et seulement sj clles engendrent le méme langage
L(G) = L(@).

v Définition (Grammaire linéaire)
Une grammaire algébrique G = (X, N7 18, P) est dite lingaire

si toutes les rosles de productior
sont du type x f l

4 ] \ b4 T % &
A-aot Ae NT, a € (RUNT )" et a contient ay plus un symbole non terminal.
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&, P'roposition
ll" H e §42 i
oute graommaire lindaire peut dtro reor ; 1
saphie orlenté valug ure | : Ly reprisent e par une (:hmmf e production, ¢'eat-a-dire [Ar s
praphe oriente valud oy type de cenx asHOCHOs aux automates,
+ Les états du graphe g R 7
b il CEONL ll‘.‘i "“"'l"”'ill"-i “” Wt o 744 ! < . F
7 . s BUmots contenant X ponr chague variable X aind
que “mots de L(¢)" . ECgee Gl fs
1 . Fl
+ Ce dernier éat ot 1 Glat, neceptant
¥4 ” ‘ /s
* e y dénart pet
:"-l“"” de départ est “mots cantenant le symbole initial®
+ Chaque rogloe e f ¥ 7 ; \ . e :
) { "’l,(‘"l’,i du 'tHJL {X = mot contenant Y'} correspond 4 un are depuis Fétat “mots
contenant X vers 'état “mots contenant Y7, dtiquetd 21T

va fixemple
l“ e aire (¢ - . J I "y v oy ' ' f
“4 (!w"u“?)l ure G = (X = {a,b}, NT = {8, X},5,{S = aSu,§ = X,X — bXb,X ~» £}) est
e ) a représenter par la ohat { i : -
néaire. On peut, la représenter par la chaine de production suivante dans laquelle on a numéroté
les régles de production Iy, Ry, Ry, 1y
"l H.‘l
(3 Ry

0 1,
~+ mots contenant S}——-{mots contenant X

v D(j:ﬁnit.ion (Classification simplifiée de Chomsky)
Soit une grammaire (7 = (&, NT, 8, P).

mots de [1(6}

+ La grammaire G est de type 1 ou contextuelle ssi toutes ses régles de production sont du

type

m—=aoume (EUNT)\E" etae (EUNT)".

*+ La grammaire G est de type 2 ou non contextuelle ou algébrique ssi toutes les régles de

production sont du type :
A—aon Ae NTetae (XUNT)".

Le membre de gauche est réduit & un unique symbole non terminal.

Les grammaires linéaires constituent une classe intermédiaire entre le type 2 et le type 3.
g €aIres

La grammaire G est de type 3 ou réguliére ssi G est algébrique et linéaire & droite ® : toutes

les regles de production sont
x soit du type A — aB,

x soit du type A — b,
avec A, B € NT, a € ¥*\ {¢} et b € £*. Le membre de droite comporte au plus un symbole
non terminal qui doit alors étre & la fin du membre de droite. ®

a. ou lindaire & gauche (mnais pas les deux simultanément) : dans ce cas, les régles sont du type : A — Bo et

A—b.

b. ou dans le cas d’une grammaire linéaire a gauche, le membre de droite comporte au plus un symbaole non
terminal qui doit alors étre au début du membre de droite.

v Définition
Un langage est de type i s'il est possible de trouver une grammaire de type i qui 'engendre

(1<i<3).

& Remarque
Tout langage de type 7 est aussi de type j avec j < 7.

23
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. Théoréme
Il v a identité entre .
) g 40 Tggiah dai SR ceuliere
* les langages réguliers, c'est-a-dire définis par une expression rég A
; i REE S NS automate i
+ les langages reconnaissables, ¢'est-a-dire reconnus par au moins un 1 3
=N A i g . aire de type 3.
* les langages de type 3, ¢’est-i-dire produits par au moins une graminal E
v Remarque ; amaire aloé-
: o i ST ey ~ grammaire alge
Une grammaire régulitre engendre un langage régulier. Mais il se peut qu 1’"“0_ 8l Lr & G thiirs
brique non réguliore engendre un langage régulier. Dans ce cas, on pourra définir une g
réguliere engendrant le méme langage.
*» Théoréme d’Arden 1 1es telles
i R P PR L G ; s telles
Un langage I satisfaisant L =xL|y, avec x et y deux expressions régulidres quelconqu
que € € L(x), est donné par I'expression régulitre [, = r*y.

© Remarque

Sie € L(x), alors [, = Ty n'est pas le seul ensemble solution. En fait, L = &*.

% Corollaire
l Pour X € NT et e, f ¢ (NTux

)*, avec € ¢ e, si X vérifie I regle de production X — eX| f,
alors toutes les dérivations possibl

es avee cette regle de production donnent X — e £

24
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4.2 Exercices

;;(' Exercice 4.1

1. Soit la Eammaire (7, = (
(a) Ecrire les dérivations de longueur infé

(b) Ecrir
” . crord
les mots de longueur infe
(¢) Démontrey que

3 . st ol
=={a,bc}NT = {S1LS {s— aSb|c}).
rieure ou égale & 4 selon la grammaire G.

ricure ou égale a 5 dérivés par la grammaire G\.
AGH) = {anppn
2. Soit la grammaire (f(c_l) ;{" TIREN ’ . 2 s
eXd|e}). 2 = (Z = {a,b,¢, d,e}, NT = {5,X},5,{S = aSb|X|¢, X =
(8) Quel est e langage engendré par G, ?
(b) Montrer que L(G)) C L(G,). Pouvait-on s'y attendre ?
gff Exercice 4.2 ’
g S;i,tl b]: lgfil?n}mire G = (¥ = {a,b,c}, NT = {5$,X},5.{S = XabX, X =
a X leX € )_
(a) Construire un arbre de dérivation du mot (ab)?(ch)?; du mot Fab*c?.
(b) Le mot a'ch est-il dérivable dans G ? Pourquoi ?
(¢) De quel type est la grammaire G, ?
(d) Déterminer le langage L(G}). Ce langage est-il reconnaissable par un automate fini?
(e) Déterminer une grammaire régulicre G} telle que L(G}) = L(G)).
2. Soit la grammaire G, = (Z = {a,b,c},NT = {5X,Y},5,{S = XabY, X -
bX |cX |z, Y = Yc|Yale}).
(a) Construire un arbre de dérivation du mot cbabac; du mot becabeca.
(b) Le mot c(ab)?c est-il dérivable dans G ? Méme question pour le mot ca’bc.
(¢) De quel type est la grammaire Gy ? i
(d) Déterminer le langage L(G3). Ce langage est-il reconnaissable par un automate fini?
(e) Déterminer une grammaire réguliere Gf telle que L(G%) = L(G3).
3. Soit la grammaire G3 = (£ = {a,b}, NT = {5}, 5,{S — 55| aSa|bSb|e}). o B
(a) Construire un arbre de dérivation du mot aabaab. Cet arbre de dérivation est-il unique ?
Mémes questions pour le mot bbaabb.
(b) Le mot abab est-il dérivable dans G3 7 Méme question pour le mot bab.

(¢) De quel type est la grammaire Gy 7
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1K, X - Xajaf)

7 Ewercloe 4, i
: 1l g %) & -,’ - ';’

: L Soit b grammoaite G = (e Qo) NT « {8, X} 844 -3 ey _

o fstibis vie repeasse

(n) Cette gratmmidne esd-elle pgnhiere ? Hndaire # nlgdhrtgine
, I o Apasrbhit cohacii o ens die
(h) Propuses § mots produfts par la giammaiie 7, e donnant peri chaci
dérivntion qui le produit
{¢) Dessinier une chatne de pradiction de Lo gramnwalie G
() Déduire de dn question proctdente e langage 140}
: . ¢ AT 3 R T
{01 bt il lm.‘ﬁ“,),; e pOpOser e expresaion piphiene o icne Litd} (SRR l'lii-t“ll
nie telle expresaion et donner uho grammaite ppuliere il prradiit oo fanigagee . SHOH
justifier vatre réponse,

2 Mémes questions pour e graminadre

Gy w (X = {u, b, e}, NT = {8, X, Y} S N - aXb, X vaX|Ye, ¥V 2 H
Fxereice 4.4
Soit ln grampnire €0 = (3 = {a, b e} NT = {5 X, YV} 5, {5 - bS] XaY, X = bX e, ¥ oo
Yele))

I Cotte grammadre estelle réguliere? lindaire 7 algéhnique * Justifies ves Fépomsen

.

2. Propuosez 3 mots produits par b gramimaire ¢ en donnint pour chincin (e nie dévivation
guld e produit,

30 Définiy e langapge L{G),

[ Fsteil possible de proposer une expression iéguliere pour déerire LG ? 51 oul, donnet tine
telle expression; sinon justilier votre répoise,

¥ Exercice 4.0

Soit Lo langage L des mots sur o {a,boe} qui contiennent un nowbre padr dea
1, Proposer nicantomate find qui reconnait L,
2, En déduire une gramniire qui engendre £,
3. Méme question avee e Tangage L' des mots sur 32 {a,boe) qui contiennent s nombye
impair dea.

%6
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i @f' Excrcice 4.6

, S()i t la grammaire 3 ()s ' { $o3
e S e i (O IR~ -3 a.h e F i o Y oy 7 > o b i X N 6%
pProduction . e}, NT = {8, X,Y, Z} 500 ot 11 est Vengernible deg vigles de
Sy Xe ababy - < AR
‘ WY, X« Sba [eZ: =¥ -4 (1,()(.'3"(‘Lh(thubrt.hab(l, VAR VA bh |,
1. .

Cette grammaire est-elle régulitdre ? Tindaio. 9 1. s
o ; Sl-elle réguliere ? lindaire 1 algébrique? Justifies vos tbponses
roposez 3 mots produits » e
HOLS yautts par la grammaire (4 !
£ 1re (4 o) ¢ YOUT Chacun deny e o dmt o
qui le produit. 3 + en donnant pour chacun d’enx urie ranw,mtnm

Dessiner une chaiy

X ;] ' chaine ) Tamaire ¢ i ;

PR AR 9 o ne de production de la grammaire ¢, Justifier que cortaines rogleg of
certaines variables sont, inutiles. e
Déduire de la question précédente Je langage L(()).
<S»—- 1hle B N QO " \ eI Ta Oy 1o 0 1 oy
Est-il possible de Oposer une expression réguliere pour déerire (G ?
On modifie la grammaire précédente en remplacant la o

gle Z < a par la rogle Z <3 b,
(a) Définir le langage L(GY).

(b) Est-il possible de décrire L(G") par une expression végulicre? Si oui, donner une telle
expression ainsi qu'un automate fini qui reconnait L(G') et une grammedre régulicre
qui engendre L(G"). Sinon, justifier votre réponse.

L

Fae

el
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