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Logique formelle;

1 ENSEMBLES - RELATIONS - APPLICATIONS

1.1 Ensembles et sous-ensembles.

On appelle ensemble toute “collection brute” d’objets mathématiques.

Par “collection brute”, on entend ici une collection au sens le plus primitif du terme : une
telle collection ne comporte pas de répétition (pas dapparitions multiples d'un méme objet) mi
d'ordre sponﬁquv (pas de hiérarchie entre ces objets).

Voici quelques premiers exemples :

e On note I ensemble de tous les nombres entiers naturels :

N=1{0,1,%%;:.}
et M* I'ensemble de tous les entiers naturels non nuls :
N* = {1,2,3,. 2 }= Lo 0020}
Z désigne V'ensemble de tous les entiers relatifs :
Z={:.,~3,~2,-10, 15288;.:43
et Z* celui de tous les entiers relatifs non nuls :

Z={.,-3-2-1123..}= {...,3,2.1.—1.—‘2,—3....}
e Dans le plan euclidien, on pourra convenir de noter D Vensemble de toutes les droites et
C I'ensemble de tous les cercles.

e On convient de noter :{[X] P ouxemhl(- de toutes les fonctmns polynomiales de R dans R,
telles que X vy —X~ L 7X — 1 ouencore X — X \’2 4 ,‘\ —-1.

Les objets figurant dans une telle collection sont appelés éléments de I'ensemble donné. on dit.
de ces éléments qu'ils appartiennent i I'ensemble donné, ce qui se note au moyen du signe €
Ainsi a-t-on par exemple

DeM 1eN, 0¢N, -1¢N-T€Z, —-—¢ ;. efe i

Attention : ne confondons surtout pas la notion d’appartenance avec celle d’inclusion,
qui elle se note au moyen du signe C !
Voiei done comment se définit 1 inclusion :

- on dira d'un ensemble F qu'il est inclus dans 'ensemble [, et Pou éeriva I C E, si toul
dément de I figure aussi dans E.

- Jorsque denx ensembles £ et £ sont tels que ' C E, on pourra aussi dire que I constitue
un sous-ensemble de I, ou encore que I est une par tie de E. :

- Nense mi;k de tous les sons-ensembles de [ se note PE).

C @%w/m, ok ion dlodie corume >/W
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o 1 intervalie diseret constitué de tons les nombros enthors sitaes entre At paiern g

ot ﬁ ‘3:33 Conon done

A gl o o . 2% I 4
(=28} = {n ¢ &/ 2L m g B} {-2,-1,0,1,2,8}
et bien entendu @ §~2,3) < Z tandis que §- 237 ¢

o L'ensemble des fonctions polvnomiales de degré inféneir on égal i nose note Hui X1 Alnsi
a-t-on, par exemuple, (X o X2 w38 & 2) ¢ BolXT et (X 23X 4 7) € By[X|, miais atsst
(X = 3X +T) & RalX].

Ces ensembles B, 1X] sont en fait de plos en plas grands & mesure gue Ventier 7 gragdi,

an sens oi
RolX] ¢ Ry[X] ¢ RalX] ¢ RylX] €
e L'emsemble vide, noté 0, est un ensemble ne comportant aucnn ¢lément.
¥ constitne un sous-ensemble de n'importe quel ensemble B, ainsi pourrast-on toujours
éerire ) © F ou encore § € PLE).

Quelques dernidres remarques et exemples pour clore ce premier paragraphie :
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1. St Aet B sont denx sous-ensembles de I, Végalité A = B pourra étre prouvie en établissant
chacune des inclusions A4 € B et B ¢ A ; ainsi pourra-t-on établir une telle égalité en

prouvant que tout clément x de A appartiemt 4 B et que tout élément y de I3 appartient

a A.

2. La plupart du temps, on sera amené & considérer des ensembles 4, B, C. ... qui sont en fait
des sous-ensembles d'un ensemble conou €2, obtenus en utilisant une certaine propriété.
On pourra alors utiliser le signe / (signifiant "fels que™) ; ainsi a-t-on, par exenmple

[neZ/n? <1} =[-1:1],2Z = {n € Z/ n est multiple de 2} = {..., -6, -4,-2.0,2.4,6,...}
3. Comme nous le verrons bientot (of exercices), si I'ensemble £ est fini et comporie n
éléments, Pensernble P(E) est lui aussi fini et comporte N = 2% éléments (qui sont des
sous-ensembles de 1),
Contentons-nous pour U'instant de vérifier cette affirmation dans le cas olt F = [~1:1] =
{~1:0; 1}, ensemble fini comportant n = 3 éléments. On trouve alors dans P(E) :

e un scul sous-ensemble de /2 ayaut 0 élément, a savoir §

e 3 sous-ensembles de E ayant 1 élément exactement, & savoir {—1}, {0} et {1} {ces
trois sous-ensembles sont les singletons de I))

e 3 sous-ensembles de £ ayant 2 éléments exactement, a savoir {-1:0}, {0:1} et {~1;1}
{ces trois sous-ensembles sont les paires d'éléments de E) : '

e un seul sous-ensemble de £ comportant tous les éléments de E, 4 savoir E lut-méme !
Dans toute la suite, on notera [A| le nombre d'éléments d™an ensemble fini 4 (ou candinal
de A). AR
Ainsi a-t-on dans le cas présent, en notant Pi{E) 'ensemble des sous-ensembles de £ a k-
éléments :

' 5 n : 1 £ - MIShTY I e e T
[Po(E) = 1, {PUE) = |PoAE) = 3, [P3(E)| =1, puis {P(E}| =1+3+3+1=8=2" .
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1.2 Opérations sur les sous-ensembles
"Punivers”) ainsi que des sous-

Dans ce paragraphe, on considére un ensemble non-vide (
- de cet ensemble de référence. La plupart des opérations que nous utiliserons

ensemble 4, B. ..
consistent & fabriquer un nouveau sous-ensemble i partir de deux sous-ensembles donnés de €.
Voici done les plus célebres opérations sur les sous-ensembles : ‘

la réunion (A U B) est le nouveau sous-ensemble de € constitué de tous les

1. Réunion :
€éléments de Q figurant dans A ou dans B :

AUB={z€Q/(x€ A) ou (z € B)}
Le nouveau sous-ensemble de Q ainsi formé. (4 U B), correspond & I'ensemble grisé dans

le diagramme de Venn ci-dessous
Q2

[l est & remarquer que le "ou” employé dans la définition ci-dessus n’est pas exclusif : un
¢élément x de 2 situé a la fois dans A et dans B appartient 4 AU B.

Intersection : I'intersection (AN B) est le nouveau sous-ensemble de Q constitué de tous

1o

les éléments de Q présents a la fois dans A et dans B :
ANB={rxeQ/(x€ A)ect (z € B)}

Le nouveau sous-ensemble de Q ainsi formé, (AN B), correspond a 'ensemble grisé dans

le diagramme de Venn ci-dessous

Je complémentaire A du sous-ensemble A de (2 est le

3.  Passage au complémentaire 4. s
nouvel ensemble constitué de tous les éléments de § situés hors de A :

CA={zeQrxg A} O

RGNS A By e Sk rresnondant & A dans le diagramme-de Venit
~ Vous pouvez maintenant griser l'ensemble correspondant a A, dans le dta‘gma_z s S

L ci-dessous
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pmin dives trols optrations Aémentaires, on pent définir de nouvelles up(*mt;fm.n ”’_’”mﬂ p"" ¢
e ' ;
wu..,;,]. fn diffivence (A 13), ow encore o différence symétrigue AL {cf exereices). X
Voiek lis principales “.,;l:;:, ot propriétés b connaitre an sujet de ces opérations élémentaires ;

A » T PN 4 » N 5 wdbb; e o e ! o
(1) Rbgles de commmtativité @ les opérations U et 01 sont commutalives, su sens ou Yon
a boujours, pour tous sous-ensembles A, B de €0 :

AUB=BUA, et ANB=BNA

Hon'y o pas lien d’envisager une régle de commutativité pour le passage au compléraentaire.
qui constitne nne opération "unaire” (i un seul Lerme: .

(i) Regles d’associativité @ les opérations U et 1 sont associatives, au sens ol Yon a
toujours, pour tons sous-ensembles A, B, € de ) ‘

AUBUC)=(AUB)UC et AN(BNC)=(ANB)NC

IPassociativité” de U et de 01 vont nous permettre de définir des = opérations de réunion et
d’'intersection ternaires, quaternaires, ete ... Par exemple, si (A;, As, Az. Ag) est une suite
finie de quatre sous-ensembles de Q (un quadruplet d’éléments de P(Q)}, on pourra écrire .

4
U Ai=AUA3UA3 U Ay = (A U A2) U(Az3 U Ag) = Ay 1 {Az U {Ag13 ,‘14)7

4 : ,
ﬂ A; = Ay NAyNA3 N A= (A1 NA)N (A0 A = Ay i (A2 (A3 A;“).)‘
A ; .

=~

Remarque: Ces regles de commutdtmtv et d’associativité semblent ailer de SO, .-\tte*ltmn S
q

wpcndant. elles ne sont pas toujours valables dans le contexte de 1a différence ou de la. ;
différence symétrique (cf exercices).

(iii) Regles de distributivité : on dit que N est dzstnbutwe par mpport aiet anssi que U'

st distributive par rapport 4 N, au sens ou Yon a tomours pour A.B.C cous—ensemblesi
de§) ;-

Remar quons que les 1 pax cnthe‘x&% sont irzdi.‘;g)ansab!es ddhb ¥ exmnmaum m‘ ces dem reﬁih

- La premiére n ‘est pas sans mppeler une régle de distributivitg qm nous e%t_fmmlxew en

- arit hmothue (ax (b‘r‘(’) = (axb)+{axc)); laseconde, cependazzt t'a pas son analogue ¢ en
L nhmenque on rwnemi a+(b>f c} 3.£ (a —»b} % {a-z—c) Gl ( orume qm)x on BE POUITa. s
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permet‘t.,re_de pousser trop loin I'analogie entre réunion et addition d
et multiplication d’autre part !

Bien entendu, ces régles sont encore valabl
deux termes, ainsi aura-t-on par exemple

"une part, intersection

es pour des réunions ou intersections 3 plus de

AN(B1UByUB;) = AN

—a

3
B | = JAnB)
1=1

1=1
et
3 3
AU(BINB2NBy) =AU (B | = (AUBy)
1=1 i=1

(iv) Regles de neutralité et d’absorption : on aura toujours

AUbD=A et ANQ=A4,

autrement dit () est élément neutre pour I'opération U, A,\, tandis que Q est élément
neutre pour M.

Plus généralement, étant donné deux sous-ensembles A, B de ©, on aura A C B si et
seulement si AU B = B, ou encore si et seulement si AN B = A.

Cette derniére remarque nous conduit & énoncer aussi les régles d’absorption ci-dessous :

AuQ=Q, AnD=10

(v) Lois de De Morgan : ces lois célebres, mettant en relation la réunion, l'intersection et
le passage au complémentaire, affirment que "le complémentaire d’une réunion coincide
avec lintersection des complémentaires”, tandis que “le complémentaire d’une intersection
coincide avee la réunion des complémentaires”. Ainsi a-t-on toujours

AUB=ANBet ANB=AUB

Plus généralement, si (A1, Ag. ..., A,) est une suite finie de n sous-ensembles de € :

%

i=1

3

n n
A; = ﬂ A; tandis que ﬂ Ai =

W

¢ i 4 2 lémentaire coincide avec l’original”
La regle affirmant que "le complémentaire du comp g

(j = A) est parfois considérée comme une troisieme loi de De Morgan.

i i ion : si sous-ensembles finis de ©, on a
(vi) Regle d’inclusion-exclusion : si A et B sont deux fi _on

|AU B| = |A|+|B| - |AN B,

autrement dit : |A] + [B| = |[AU B| + |AN Bl

1.3 Produits cartésiens

65 de sembles E et F, le produit cartésien E x F est un nouvel ensemble,
ot d fous 163 les (z;y) ou @ € E et y € F. On prendra soin, ici comme dans toute
S LOUS }es C ;)-upoe‘;on ’dJe couple de celle de paire (sous-ensemble a deux éléments) : le
. Suitc,( o c)il? :)ll'lxllil(l)iltedul; premier terme (x) puis un second terme (y), et ces deux termes ne
couple (z;y) ¢

sont pas nécessairement distincts !
Exemples :

[}
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L ui o tan g VY i At ’..,L S, CHISAN k2 t t;l!’l i1 ,m
i ES T J’ i ’it “5) ¥ i}!‘ ¢ Feci> E!l C}iJ 'vL"rbAK] ¢ :
533 ""‘f‘ il (‘P; 301 of & =5 Y3 3

‘ & 1 Eas ]li-)lu a o k)JAXA.», LS tH] ;}Idx.. .

" % } f i el TR i ‘,., x ey “q 3

S o =iyc R/ADEY <2} le produit cariésien E x% {1} Xiﬂwi
3 f’c;u.xrf.f:{1}&217:1):::#ig‘;““/ £y S SRR B
fe & un segment de droite dasus le plan. ‘

gidend

’ i b tant plus que deux LeTmes, © o,
1ei encore, O POITA AUSS considérer des produits cartesiens ;_?nlpiir A p,{; F et (G, Je produit -
A rnaires © étant donnés trois ensembles B F et G 28 PROEER gl s

Val ; oz € E iy e Fetic

par exemple des prodnits cartésiens te i ¢
cartésien E # F * (; est Vensemble cﬁustm.:e- de tous |
» 2 (. Lorsgue E et F som des pnsembles finis, f)‘x? wru—.:tat.
D'antres proprétés significatives du produit cariésien seront tr

¢ aisément gue tE % b brd
aitées en exercice.

1.4 Relations et fonctions

1.4.1 Relations binaires NP S
(E,F,T), ou E est un premier

Formellement. une relation binaire R est un triplet B = B Al Wi
clé ensemble d’arrivée, tandis:

ensemble appelé ensemble de départ. F un second ensemble app
que T est un sous-ensemble du produit cartésien E x E. i ‘ \
Si un couple {71y} € Ex F fignre dans I', on dira que r est en relation avec y et on pourra
écrire TRy . ;
Toutes les relations étudiées dans ce cours seront binaires, on se contentera ‘donc souvent de
parler de “relation” au lien de “relation binaire”. Lorsque, dans une telle relation, les ensembles
E ot F eoincident. on parlera de relation (binairej sur Pensemble E.

Il v a au moins deux fagons de présenter une telle relation R = (E. F.['} :

(a) Au moven d'une énumération ou d'une description de Vensemble des couples constitnant
I': par exemple. si E = {0,1.2.3,..., 9} et F = {0.1}, on pourra considérer R = (E, F.T')
donnée par

I = {(0;0}.(2;0),(4.0), (6.0). (8,0), (1: 1), (3; 1), (5: 1), (T: 1), (9: 1) },

relation consistant a "étiqueter” les éléme > intervalle dis ): 91 sui i
vl' : Ol im.s; ant i thquucr' les éléments de Uintervalle discret D; 91 suivant leur parité.
sici un second exemple @ soit = la relation binaire sur £ = Z donnée par ¢ = y $i et
seulement si les entiers £ et y ont la méme parité ; on a doue ici == (Z,Z,1'}, on ‘
’ o 2Py * 3  ;

I'={(z;y) € 2*/ (y ~ x) est pair. }

{¢) Au moyen d'une représentation matricielle : par exemple, la dc*miéré'r lati ‘point
précédent peut aussi étre présentée au moven d'une matrice de f;)fnié’r ‘lgla‘ !02; ) ?Omt
ta})ffff’l{ ‘ 6 lignes et 6 colonnes ol le terme situé sur la ligne i et la ("0!1011 "} ] ¥ b 25
un ‘1 osi i est en relation avec j (i ~ j), un '0/ sinon. Dansole cas : T R

ls matrice Prés‘_“ﬁ»‘m obtient ainsi
18 51 0L 1 BY:
0 VL@ 1led 0y
101010
0:1 0101
1021900
U g 2o 1 e

}’: {liﬂiif“) 4 ” >3 &5 a8 (3 { | ¢ NOHR t 1 r !ft rt
b RS (l( l)hl"’ i)l‘( 3 2 inro l)(‘.}
” & o4+ (J‘.'U/ ‘VI)( ~ (lp ‘i, 54 : :

: !" ¢ £ 8 : S ' o~ > rejanl G118 blﬂdl!‘ﬁ.’_‘ |()tlar} o 2 )3
; 1 “l‘} . l‘.l):‘.' 7":u]{‘ ’4'[’)”(“5 d 'l,’{ui?al(’i e e € ‘ f 4t ] ”"‘ | |

v A Pratye i g (,!; ! = O1e 1018,

iculirement impor-

6
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1.4.2 Relations d’équivalence

On dira qu'une relation binaire R sur I'ensemble F constitue

on d un: une relation d’équivalence sur
£ st R satisfait aux trois exigences suiv

antes :

(i) Réflexivité : tout élement de F est en rel

ation avec lui-méme par R, autrement dit on a
TRz pour tout x € E.

(ii) Symétrie : dés lors que z,y € E vérifient 2Ry, on doit aussi avoir yRx.
(iii) Transitivité : pour tout triplet (z;y:2) € E3, do

: s lors que 2Ry et yRz, on doit aussi
avoir rRz.

i Une relation d’équivalence sur I’ensemble E est donc une rel
la fois réflexive, symétrique et transitive.

Voici encore une dernitre définition importante avant de p
étant donnée une relation d’équivalence R sur E, on appellera classe de 'élément  de E le
sous-ensemble (non-vide) de E constitué de tous les éléments y de E équivalents a .

. Ce sous-ensemble pourra étre noté [x]z ou encore, plus simplement, [x], et I'on a donc

ation binaire sur £ qui est tout 2

asser a quelques exemples classiques :

2] ={v € E/ 2Ry} = {y € E/ yRa}

L’ensemble de toutes les classes ainsi construites est appelé ensemble quotient (de E par R), il
se note parfois £/R.

Exemples :

1. Reprenons I'exemple de la relation =, relation binaire sur £ = Z donnée par 2 = y si
et seulement si les entiers = et y ont la méme parité ; on a donc ici, pour tout couple
(z;y) € 22 :

xr =y si et seulement si 2|(y — ),
et 'ensemble quotient correspondant, noté traditionnellement Z /27, ne contient que deux
classes : la classe [0], sous-ensemble de Z constitué de tous les nombres pairs, et la classe
[1], constituée de tous les nombres impairs.
Il n’est pas difficile de vérifier que la relation binaire = est tout a la fois réflexive, symétrique
et transitive.

2. Plus généralement, étant donné un entier m > 2 (le module de référence), la relation
binaire = définie sur Z par

x =y si et seulement si m|(y — x) L

constitue une relation d’équivalence sur Z, appelée congruence modulo m. L’ensemble
uotient correspondant, traditionnellement noté Z/miZ, est un ensemble fini comportant

, éléments : en fait, n’importe quel entier relatif z est congru modulo m & un unique

m ; L

entier situé dans Pintervalle discret [0; (rm — 1)], en sorte que

Z/mZ = {[0]7 [1]7 [2]7' ) [m - 1]}

La classe [0] contient donc tous les multiples de m, la classe suivante ([1]) contient tous
les entiers dont la division euclidienne par m donne un reste valant 1, etc ...

3. On note E 'ensemble des étudiants inscrits a 'IUT Paris Descartes. On définit alors une
relation binaire ~ sur E en posant x ~ z’ des lors que les numéros de sécurité sociale des
étudiants = et 2’ commencent par les mémes trois premiers chiffres.

11 n’est pas difficile de vérifier que la relation ~ ainsi définie sur ’ensemble E est A la fois

7
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srific sang trop de peine gue. oo

de toutes les droites du
olea, (Oneve e ¢
et tronsitive, R constitue

DRI dis tors que les droites [3 et D' sont parall :
i relation ainsi définie sur P oot i ln fois rflerive, symétrique
done une relation diquivalence sar P, relation qui se note plus (tmn‘nmmem_\H. :
Dins Je cas présent, ensemble quotient D/ |f est infini, et il devient plus difficile d'ap

4 Sur D, euserable
préhender

sa slructure. ; ‘

Vaici encore denx exemples géométriques ¢ de tous les cercles du plan, on
3 4 2 . . ; Priak £ : . ~it :
“définit Jes relations Ry et Ry en posant, pour tous cercles Cet 7

sur ensemble

CRyC! i et seulement si ¢ ot ¢ ont méme centre

el
. g . p o y
CRLC! st et seulement si C et ¢! ont méme rayon,

Ry et Ry définissent toutes denx des relations d'équivalence sur 643

Uni dernier exemple classique de relation déquivalence @ la relution binaire sur B donnée

par
: x~ gy sioet sealement si (y - x) & 1

st bien réflexive, symdélrique et transitive.
Dans ce contexte. lensemble I' ¢ B2 de tons les couples ;1) de réels équivalents peut
itre v comme un ensemble de droites paralleles | quant 4 Pensemble quotient B/~ il esl

commode de le représenter par un cercle,

A titre de récapitulation, on pourra observer que tontes sortes de relations d’équivalence pout-
ront étre construites sur Vensenible £ en déerétant que o,y € 1 sont équivalents dés lors qu’ils
partagent une cerloine propriété, " ‘
Autre observation importante @ toutes les relations d’¢quivalence vues jusqu’ici nous ont per
;:)is de fz;irn apparitre une certaine "stratification” ou partition de l’(-n‘m-mhlrv"l') ;‘IJ']):ik;lﬁlprjf( l;:l
s ' i VU et ; 5 g ’ ; 3 bt v
ik out-a i mdamentale, en voiet done uue formulation plus

(i) ?mt 11. un ensemble non-vide et A un ensemble de sous-cnsembles de )
% ; Y o J LA 2 -, R AT v
Jn dira que A constitue une partition de I dis lors que

{Bhid b des Siemeiie A:d '
hacun des élémenis A de A est un sons-ensemble non-vide de J2
AL1W s A4

A > #11 &1 L. o FSUHICES I '/4 ] i 8 5701 ' -
(44 {5 ,(‘ 1€ I‘ g ‘1, { ff& [¢18 A)(.'”' 1(]” OVrs (/1 ) ()l“.“.f )(’ul ‘ f “ (9%} . W
On a /l _(Al “£ ot M i 5 J * ] 5 A) v, "": A ¢ l’ ') “’ ‘1 / A ;! ik

';. ]4l41 i Y i = .
3 t{ S 108 Clete ' A4 ] A ] ormue ' (3 | ‘ ($1)) 1 ’
Lrenilon e Y { nents ) I (! € I v < U
(“) ,)‘ - ](”" ” el re d' { l Lire } €81 1)1 It (Lt Ol (o [RERNA R I (&3 It ¢ ’ i ]( 8 l)"’ l”
" G g ! 1 ] 107 Haly )
. b A Vil o 1 f 14 ] 1 i :
(nl) l{('(.!])l‘)']ll(lll( ”' i ./‘ “”Iﬁ“t“‘

ot : nie partition de Poge A _ e o B3
o)t PR . , i dun e Poppee P A sl A . :
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E, la relation R ainsi définie est bien réflexive, symétrique et transitive : c'est en fait la

relation d’équivalence sur E produisant I'ensemble quotient A (telle que £ IR=A)

En bref : se donner une relation d’équivalence sur I'ensemble E reviendra toujours a "stratifier”
E en une certaine partition.

1.5 Fonctions

: Venons-en & un dernier type de relations binaires fort classiques : les fonctions.
¢ Dans tout ce qui suit, on considere une relation binair

. ¢ ¢ = (E;F;T) ayant E pour ensemble
| de départ et I pour ensemble d’arrivée.

1. On dira que ¢ constitue une fonction de E vers F si ch

acun des éléments de I'ensemble
E admet une image ct une seule dans F par ¢

2. Une fonction ¢ : E — F sera dite

® injective si, pour tout élément y de F, il existe au plus un élément z de E tel que
©(x) =y ; linjectivité de @ se traduit donc par le fait que deux éléments distincts =
et 2’ de I'ensemble de départ E n’ont jamais la méme image par .

° @ sera dite surjective si, pour tout élément y de I} il existe au moins un élément z
de E tel que @(z) =y.

e o sera dite bijective si elle est  la fois injective et surjective, autrement dit si pour
chacun des élément y de F, il existe ezactement un élément z de E tel que p(z) =y.

Voici enfin quelques exemples construits & partir de fonctions polynomiales :
e 01 :R =R, > 23 constitue une bijection de R vers lui-méme.

e p2: R —> R, x+— z2 est une fonction de R vers R qui n’est ni injective, ni surjective. En
revanche, 3 : Rt — R, 2 +— 22 est une fonction de R vers R qui est injective et pas
surjective et ¢4 : R — R, 2 — z? est une fonction de R vers Rt qui est surjective et pas
injective, tandis que @5 : RT — R*, 2+ 2° est une bijection de Rt sur lui-méme.

° gz T2 2’ West définie que sur R\ {~1;1} et elle constitue une surjection de R\ {—1;1}
22
sur R.

ESEES R e e

--"Q*;L

1.6 Exercices

Exercice 1 : Présentation de quelques ensembles. Donner une présentation énumérative
de chacun des ensembles ci-dessous :

1. E = {z € [1;50]/ « est un multiple de 7}
9. F = {z € [1;50],/50 < a? < 100}

3. G = {z € [1;50] / z est premier. }

Exercice 2 : Opérations ensemblistes. Soient A, B, C' les sous-ensembles de I'univers Q =
[1;10] = {1,2,...,10} donnés par

A={1,2,3,4}, B={3,5,7}, C = {1,4,5,6)

9
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' 8 1a—unsemblc‘; d un ;'
R 3 D:ﬂt rem,e ot dlﬁ'ﬂ'enw wmetrlque. bmeut A et B dea o i i
Exercice :

ivers Q. : 1
Lo differenc A3 h est \v nouvel ense

: 1 fOls:-
mble conshtuv de tous lm f‘lémt’n&- dr‘ Q 5“ ués ila et

dans A et hors dc N5

\\B“‘{J e/ (re A t*t(tﬁ‘B)}

sléments de {2 sxtuos_“_' o
1 a différence symetrique AADB est le nouvel ensemble constitué de to;la lez 2 e c(msmu{ o
d {.ns A ¢t hors de B, ou encore dans B el hors de 4. Autrement ¢ it oty
&ou; les dléments T de O situés dans 4 “ou bien” dans B (on emploie ici 1 : stf

AAB={r e/ ((xeA)et (v ¢ B)) ou ((x € B) et (v ¢ A)}

L btis Al ires fmentaire
Eerire A% B et AAB a Uaide des trois opérations élémentaires, U, N et ‘i? mplén )
. nn.
apphquw~ aux vmcmNe Aet B. Les représenter par un dzagmmmc de Ve

ol

\ ’ avec s A, B,C
9 Décrire le résultat des opérations A\ B, AAB, A\ C et AA( avec les ensembks A,

de Vexereice précédent.

3. Ces nouvelles opérations sont-elles commutatives? associatives?

Exercice 4 : Différence symétrique et distributivité.
1. Utiliser un diagramume de Venn afin de retrouver les régles de distributivité ci-dessous :
(BUQ)={AnB)U(AnC)et AUBNC)=(AUB)N(AUC)
2. Peut-on affirmier que U'on a toujours

AN(BAC) = (ANB)A(ANC) ?

3. Peut-on affirmer que 'on a toujours

AU(BAC) = (AUB)A(AUC) ?

{Dans les deux dernitres questions ci-dessus. on pourra

& nouveau utiliser un diagramme de
Venn. ou encore rechercher un contre- -exemple).

Exerc s
rcice 5 : Quelques régles supplémentaires. En employant les lefrles connues ou encore
wi disgramme de Veun, prouver la validité des régles ci-dessous : -

;«B (';) AuBuUC
AUBUCIN{AUBU >} r.( AVC) =9
4. AN /j; VO =AV(B Y )

\

Exercics 6 .
: .u:?u 6 Une nmnvll“ opération. O &
HISTITR R

ant iih (’“\(. ll
L OtiOrat ® < mnole non-vide
pération s sar PO par Videntité le donné

e , on définit une
Ax B = ‘\,; N ])\ : .u‘

10

Scanned by CamScanner



. Représenter cette nouv i
presenter cette nouvelle opération an moyen d'un diagramme de Venn.

2. Vérifier que A% A4 =14

3. Veérifier que (A4 A) « (BxBY=AUB

4 Vérilier que (A + B) « (A«B)=ANB
S0k

 INEOR Ay
cut-on aflirmer que * est commutative ? Associative 7

Exercice 7 : 3 1 j
X 71 Quelques régles au sujet du produit cartésien. Dans tout ce
et (" sont des sous-ensembles de 'univers

qui suit, A, 3
I. A quelle condition a-t-on A x B=Bx A?

2. A quelle condition a-t-on A x B= A x (' ?

3. Peut-on affirmer que 'on a toujours A4 x (BNC)=(AxB)N(AxC)?

4. Peut-on affirmer que T'on a toujours (AU B) x C = (Ax C)U (B x C) ?

(On pourra traiter chacune de ces questions en commengant par considérer des exemples simples
ou Q = [1;5]).

e S R RSO S AR T

Exercice 8 : Descriptions de relations binaires. On considere les relations binaires R, S, T
sur 2 = [1: 7] données respectivement par 7

TRy ssi2r+y=9,a8yssicv+y<7,aTyssiy= x>,

1. Donner une description énumérative de chacun des sous-ensembles de Q2 correspondant &
ces relations. i

9. Décrire chacune de ces relations au moyen d'une matrice de format (7 x 7).

3. Donner enfin une description de chacune de ces relations au moyen d'un graphe orienté.

4. Soit ' = [1;3], V' = [1;4], puis ¢ la relation binaire sur Q' x Q" pouvant étre déerite au
moyen de la matrice My ci-dessous :

1 010
My=11 0710
0110

Donner une description énumérative, puis une description graphique de cette relation I.

Exercice 9 : Réflexivité, symétrie, transitivité. Sur Q = Z, on considére les relations
- . .
binaires R, S, T, données respectivement par: e :

rRy ssi @+ y est un entier pair xSy ssi r +y est un entier impair

o Ty ssi ry est un entier impair  xldy ssi £+ 1Y est un entier pair

A [ S 4 Rty ) . £l < valstd FaN bl v Th \ e
Déterminer, pour chacun dlentre elles, il 8'agit d'une relation 1¢ flexive, symétrique ou encore
transitive.

PRI LI
Exercice 10 : Etudes de relations d’équivalence.

{. Une relation R est définie sur Q = Z par xRy ssi.x® — y° est div isible par 3. |
Prowver que R constitue une relation d’équivalence sur 2, puis déterminer la partition
carrespondante de & en classes d'équivalence. :

1
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(i) 22 = %, et pour (i, y) €

¢Ray st (@ - y) est un wultiple d(* ¥ 55

4 i ur
. Atudiants de Paris I)m m!w ot pu
: les de tous les étudiants de
(iii) Q3 = I.AQ fournit les matricu »
4 U) 5 “% s : RS . S
s rRay ssi les étudiants & ety sont du méme sexe

(iv) = R2, ot pour (r,y). (z:t) € R
i © 7] 2
() Ra(zt) ssi a? +y° = 27

, : ; o stions
Exercice 11 : Injections, surjections, bijections. Déterminer, pour chacune :IQ foneti »

suivantes, s'il s’agit d'une fonction injective, surjective ou bijective :

fi:Z-Z, a2 fo:l — & x> —X

‘ 9
f3: R =R, 2+ 2? fi:R = Ry, x> x”
fs:N->Naz—=zr+1 fo:Z - Z, x> x+]

R R (y)— (+yz—y) fi: N2 =N, (nip)e 2"(2p+ 1)

Le cas échéant, on recherchera une expression de la bijection réciproque.

Exercice 12 : Projection canonique. Soit 2 un ensemble non-vide, puis ~ une relation

.

d'équivalence sur €.

) \’(‘I‘iﬁ(?l‘ que Papplication IT: €2 - (Q/ ~) donnée, pour z variant dans €,
par I(z) = [x] = {y € Q/x ~ y}, constitue bien une surjection de € sur (1 ~).
Y-a-t-il des cas ol cette projection canonique 11 : € —» (2/ ~) est aussi injective ?

9 ACIDT e S oS :

2. Rcupxocm(.m( nt, étant donnés deux ensembles non-vides ) eof puis une applicati
SV SR A AT O e (M : S
surjective F: 2 — Q' prouver que la relation R définie sur 2 par :

TRy si et seulement si F(z) = F(y)

est bien une relation d’équivalence sur ().
Comment décrire les classes d’¢ équiv

& ralence corres 3 :
par F? orrespondantes en termes d'images réciproques
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<1 Constructions d'exprossions logiques

Avcotltge puis an vedo, chacun « £ s E ik .
Yty ,l; it ;,:,|‘(.\:,:.l‘_l‘:.;r“v(x,:jlll,”:.lﬁ(‘j“,‘.')T.‘f»l,‘”,““M m."ltl“)llli,‘f"«it‘trn('.‘(I)r.n\hi(m.ﬁ alghriques,
(7,3,2) oii des varsables ”1'_2(1,”.“11“.“(“ ) ;, ~u() “ I, Al\m 4‘ll)_ll'th' ntilisés sont il des constantes
algéhriques (telies que 4, ‘x.‘. Y, en fni:;u‘u.l -”;;“;:‘ d _‘ }),_7;';“ * 'f’m‘” “W.“]hv‘m &y moyen d’opdrgtions
De 1o méme maniére, log u\m‘;'.‘;.ﬁinns que llnl‘l:('n!(l‘\l‘ r'uli’l“vl,[f. “,,'h (lml‘m“_"w‘”‘ “im.]w.lh’m'.("(\)lmlm)'
. comportent des objets, assemblés an g ;l.- ‘-,;,,,,,.,|;,’.,ltl;.: '.nnfu‘qnllm:nmuvn Logique Formelle
A&t . s en faisant dventuellement usage de
Les objets apparaiss: y tallos exhraarions Tl .
on «‘m‘.ul'u df'rl; '.‘”.mh‘;:.:':::{‘;{:}:3:'.“‘(:‘l::l.‘):}):I‘I“"l";::;"‘"‘ll(:%i':j'""1:"[‘ .VI-N'.””.T‘“Ilf*“-t S A
logigues sont simplement d.t‘\' propositions ok »', u“(';. .I””l”_""th"”"“’”"“)~ li“"i "”7*3"”“"‘5
" kil : . sthions pouvant etre vraies ou fausses, telles que "Pierre jour
di prano -, “Quentin joue de Uaccordéon”, "Rachel joue de la harpe”, "E = me*”, "Il plewwra
ce soir”, "Demain o fera beau”, "My Tuilor is rich” ... |
Denx constantes “extrémes” joueront un role important dans la suite @ la proposition certaine,
notée 1, qui a la propricté d'étre foujours vraie, et la proposition impossible, notée 0, qui a la
propriété d'étre towjours fausse.
Tout comme en algtbre, nous serons amends d assembler non seulement des constantes mais anssi
des variables logrques ou variables propositionnelles ; cos variables seront en géncéral notées au
moven de cavactéres lating minuscules (a, b, ¢, ete ..., ou encore p,g,r, ete ...), et de telles vari-
ables représentent des propositions logiques arbitraires, elles-mémes susceptibles d'étre vraies

on fausses.
Il v a trois connecteurs fondamentaur qui seront d’un usage constant dans la suite de ce

b chapitre :
o Le connectenr de conjonction "ET", qui s'éerit couramment A
e Lo connecteur de disjonction "OU”, qui s'éerit couramiment V.

: ) ) P P ¢ YRR e ek
e Le conecteur de négation "NON”, qui s'¢erit couramime ik

& : ace haaue variable par des constantes permet d’évaluer une
De méme que le remplacement de chaque variable | ]

wpression algébrique, le remplacement de chaque variable propositionuelle par une proposition
(‘47 Lag ! : . ulTs v 3 T o " x
] \ nous permettre de donner un sens  chacune des expressions logiques que nous aurons
Vi s re de

logique
| i  les régles de Iart
sonstruites dans les regies de : . g e
% \sser A nos premiers exemples, remarquons tout de suite que les deux premiers
sser 4 no s @

binaire (ils sont faits pour relier deur variables

Avant de pi s
isentés ci-dessus sont de nature aits reli
"unaire” (la négation porte sur une

connecteurs preset . et
i ‘nier es ture

' . < lomiaues). tandis que le dernier est de natu
PXPressions logiques), tandi ,, gpre” flan porte sur une
N ble ou ;‘Y sression logique & la fois). Comme nous pourrons rapidement le constater, les
> g LS R & B (Y 5 - | ; . :
Y : raverent indispensables dans la construction et la manipulation

parent héses et autres délimiteurs

d'expressions logiques.
Voici done quelques premiers
ariable logique a le sens
bean”, Vexpression

v S Yag 2 4 N i
exemples d wnterprétations d’expressions logiques :

Il plewvra ce soir” et & la variable logique

1. Si PPon attribue & la v
b le sens "Demain il fera

a A —h

;' ‘ : . v (1270 : LR
g e soie il plevvra et demain i ne fera pas beau”.
prend le-sens suivant : "Ce sorr il plevvrd fera pas beau”.
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9. Avec Jes Mmemes conventions, [expression
7 pA-{gV r)

s St va t 7 ? } n t )i (¢ [§ 1 1 ] 'u(_ a6 z lt(.‘(‘. ”li(( “

prend le s . /
joue de la harpe

‘ni ql“: “u.hCI o : e )x‘(‘.-.wiﬂn i
; A ) P. X { : (& l" 11011\"‘11{3 (:\} e

l‘ 1' ] 100 ﬂ\("lr d("\' }) ll'(‘]“h':“‘(’q Ver's l?\ gﬂ.u(‘h(? d()m!(‘,h F ar el (‘mpl 14 : > :

"L mt f‘p « 5! .‘. 4 oS >

Ci-dessous : :
| Lo pAg N ,
| : .,
s S i o el QUENTR
e ek - v ANIE no ot QJuer
onventions, prend un sens différent : "Pierre Joue du pranc v

qui, avec les emes ¢ -
: la harpe .

ne joue pas de 'accordéon, ot Rachel joue de

s commentaires relatifs & ces exemples :

 est employé pour désign
disjonction mclusi.w:‘ 2

] asons 1(11[1 d(, ."'““ (& (]ll(l(]ll
o ¥ 34 ol o \/ el 1€ b ‘0
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(i) Iei comme dauns toute
arge) et non une

wsive (disjonction au sens ]

inch
Pemploi de délimiteurs gavore indispens-

deux derniers exemples.
jjonctions et des disjonctions.

(i) Comme le montrent les
able dans une expression comportant & la fois des co
(i) Par convention, si le connecteur de négation —n'est pas suivi immédiatement dun délimiteur,
qui le suit.

il porte seulement sur la variable ou la constante
avons surout insisté sur les analogies entre la formation d’expressions
xpressions logiques. Conune nous allons le voir maintenant, une telle
si Pon met en paralldle la formation d’expressions logiques

G Jusquia présent, nous
- algdbriques et celle des ¢
analogie est encore plus satisfaisante
ot los calenls ensemblistes abordés au chapitre précédent.

2.1.1 L'analogie ensembliste.

Plagons-nous un insta int insti
CONS ant du point de vue d’un inst (
) stitut de sondages cherchant & définir ditié
AT et ages cherchant & définir ditférents
Pour cet instit s seules propositi inté
S I;l. les seules propositions intéressantes portent sur les qualités ou caractérisiti
membre du corns électoral (“Etre ur 5w ARV ehadicain >
A "[‘/Lll'(()ll)b électoral ("Etre un homme”, "Etre une fermme”, "Eire dgé ['llblllquth
40 ans™, "Elre insert g s i A e LR T v
irabosifi serit dans un établissement d'enseignement supérieur”, ot R Sy
sitions pourront étre vrajes LI b Chaey reur ., ete L), ¢ telles
b A i TS etre vraies ou fausses, selon le membre du corps élect . ). e u'“"‘”’
s s s'ide bl baat X AT : J B RIGCHOL: T 2
Hloc identifient en fait & différents sous-ensembles de 'uni FIRE DN s
dlecteurs. s de 'univers  cons
Danus cette analogie :

awas

titué de tous les

-

A2 COnne C 1

& ’ I (

' (On-](ll(( Ol /A COrTe hp()ll(i I)I CCISCIN 1t 11 l 1 t SC }
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1. Si 'on associe aux var; s logi
’ on .1&_)50(,1(. aux variables logiques a et b deux sous-ensembles A et B dans I'univers 0,
expression logique a A =b correspond au caleul ensembliste AN B.
2. Sil'on

assocle aux variables logiques p et ¢ deux sous-ensembles P et () d

e ans 'univers
SS10n loglque p V =g correspond au calcul ensembliste P U Q.

I'expre
3. En associant & la variable logique 7 un troisiem

! : : ¢ sous-ensemble R de 'univers Q, on obtient
pour I'expression logique pPA=(gVr)lec

alcul ensembliste P N (Q U R).

4. En' revanlche, Pexpression logique (pA —q) Vr correspond au caleul ensembliste (PNQ)UR,
qui est bien entendu différent du précédent.

Suivant cette analogie, les connecteurs élémentaires A,V et = jouissent de propriétés telles que la

commutativité ou l’associativité, que nous avions déja rencontrées dans le contexte ensembliste.

2.1.2  Principales propriétés des connecteurs fondamentaux

Voici donc un inventaire des plus importantes propriétés de A,V et —. Dans la suite, pour
construire puis comparer des expressions logiques, nous emploierons le signe = la ol un simple
signe = est utilisé en algebre ou dans un calcul ensembliste.

= o . . ” . N Y
(i) Regles de commutativité : les connecteurs A et V sont commutatifs, au sens o l'on
aura toujours

pANgq=qAp et pVqg=qVp

: L o
(ii) Regles d’associativité : les connecteurs A et V sont aussi associatifs, au sens ol 'on
aura toujours

pA(gAT)=(@Aq) AT et pVgvr)=(pVqVr

Ces propriétés d’associativité rendent possibles la définition de conjonctions ou disjonctions
Par exemple, si a1,a2,as3,as sont des variables logiques, on

ed
54
B
f
|

ternaires, quaternaires, ...
pourra écrire

4
\/ @ =a;VagVazVas=(a1Va)V (agVas) = a1V (azV(agV as))
s =0

e ——SA T,

i=1

1 et 4

/\aizal/\a2/\(13/\a4

i=1

= (a1 Aaz) A(ag Aag) = a1 A(az A ez A ag))

les de distributivité : A est distributive par rapport a VetV est distributive p
iii) Regles de : : '
(111) mp%ort a A, au sens ol 'on aura toujours :

p/\(qu)E(p/\q)V(p/\r) et pVgAT)=(@VOAN(PVT)

v es po e j i isj tions & plus
ur des conjonctions ou disjonc

ces re encore alables p

gles sont

Bien entendu, Ao sgaiple

de deux termes, ainsi aura-

3 3
pA (Q1Vq2VQ3) =pA (\/ Qi) = \/l(pﬂqi)
i=1 =

6 3
;i APV a)

i=1

il

3
pV(@A@Na) =PV (_/\1‘11')
1=
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Wg@’} s‘\( @,\\*CW ff)

L) Re Ies d.e m*utrahk et d’dbsar )tmn ron aura touj rmrs :
4 2 ] 3

'fl)“»{'ﬂz_:p et p'/":]?:p p 0—~B(*tp‘/1~.1

(v} Lois de De Morgan : ces lois céléhres s'énoncent. aussi ddns le contexte des ¢ rmstrm*mmq

d’expressions logiques et affirment que “la aégation d'une disjonction coincide avec 1(:‘.
conjonction des négations”, tandis que "lu négation dune conjonetion comcwlr* avee ia el
disjonction des négations™. Ainsi aura-t-on tonjours o

“(pVa)=-pA-g et =(pAg)=-pVi-g

ou meme, plus généralement -

n 122 n

= \/p,' = /\ -p; tandis que = /\pi = \n/’“'P;:

xd =1 i1 il

; Enfin, la régle affirmant que “la négation de la négation coincide avec I ‘original” (au sens
§ ou I'on aura toujours —(—p) = p) est parfois considérée comme une 3¢me loi de De Morgan.
|

2.1.3 Quelques notations alternatives o

Voici done un apergu des principaux systémes de notation utilisés en Logique Formelle :

e La notation infize est celle que nous avons utilisée jusqu'a présent : les signes A, V
et — sont employés pour désigner respectivement des COn_]ORCthﬂS des disjonctions et -
des négations, et toutes sortes de délimiteurs (tels que (...), ...], {-..}) peuvent étre
employés. La proposition impossible se note 0 et la proposition certaine se note 1. Enfin .; o
le signe = est employé lorsque deux expressions logiques prennent systematxquement lc
méme sens a chaque affectation des variables qui les constituent. :

A partir de la notation infixe, on passe a la notation booléenne en remplacant les signes -
A, V et - respectivement par - + et -, et en convenant, comme en algebre, d’effectuer
les "produits” avant les "sommes” si une telle ambigiiité devait se présenter ; ainsi, par
exemp]e I'expression (p A —g) V r s’écrira-t-elle p - + r dans la notation booleenne ou
méme, plus simplement : pg+ r .

Autres différences avec la notation infixe :
logiques extrémes sont notées 0 et 1, et le signe = est utilisé en lieu et place‘de B8t

dans la notation booléenne, les constantes

Pour passer de la notation infixe & la notation arborescente on commen(em par xeperer
la profondeur de chacun des signes (connecteur dehmlteur varlable ou constante 10g1que)
apparaissant dans une expression donnée sous la forme infixe. Un tel repérage s'effectiie
en numeér otant cette liste de signes parcourue de gauche a droite, une p&renthese ouvrante

donnant lieu & une augmentation d’un cran du numéro courant ay signe suivant, tandis 7
qu'une parenthése fermante donne lieu a une dlmmutlon zmmedmfe d’un cran dans. cette
numérotation (tout autre signe qu'un ‘délimiteur ne donne pas heu a-un chang,emem de:
numéro). Une telle numérotation des signes a l’dxcmtage de permettre une \euﬁc‘;tmn de 1
ce que les délimiteurs ont 6té emplm és & bon escient : en effet, eén ffuscmt p:n:ter le GUMEro.
'Y au premier signe de I’ (xprusmu logique, on. dmt retrouvpr Je numéro /0 tont'a la. ﬁu

de I'expression ; en outre, & tout délimiteur ouvrant (parenthi*w, cmc;hu, avg‘oln‘de} doit
cor respondrp un delmm;eux fex umnt de nwmc tﬂpe et pm‘fd,;m Ie mmz,c mmz ro. . Dans ces
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). ' 8

{ On peut alars commencer de
Loectenr tout A ganelie
tion binaire

: tracer yne arborescenep
, et en l’ncmm['sim,m‘mt, e
i QU encore de trois branches s'il
1  ecteur le plus profond avant. ¢é pl
8 signes de niveau plug dlova dans |
Ay 4 fe fog's - - 3 : s
i\ﬁ.l‘:llf’h de cette premidre conmexion
‘oic * Suit ot

e ;‘mm (%c Suite un premier exemple
pression logique ¢

logiaue ey
denx bhranches 5
s'agit d'une conne
a0é duns Parborescenc
‘arhorescenice o

pla‘it;zmi, GG Ee e 3
Wostapie o0 = ."m’(‘l '
. . l»,: L1y CONtC-
EOn tefnaire, ole |, fe
iy © OGN et ,g{-_”,.-,um, ”m Sy
Ioagissant de midme poye thacun dx";s

de VTS :
le pussage a 1a natation arboreseonte -

2N 3 P = » . ;‘r*cl ‘)‘)“"
datg a notation inlixe e

L PR
Secrivant comme suit

pAg) v =) A =g

donne licu & la numérotation ---«LL}_.I’. f\! BRI i 2l TA =147
v - BTl i et e s : Sl ity SRR ,.,.,.v».}.m, sl
A R N 0 O 0{0 7070

4

puis au tracé de |

arboresce 11Ce l ;.,.f 4 4 <
< i ¢ A lUl €11 COTLn¢ [ &
" ( l ( < € 1O X8 iencant I) ir h

*(seul) connectenr portant fe

]J
///
//
N
A
// =
vV 1
b7 A B,
4 N\
// RATe
N i
\
\\
-
e —

e Enfin, le passage de la notation arborescente a la notation préfize s'effectuera en veil-
lant tout d’abord a ce que 'arborescence traitée ne comporte pas de connexion ternaire
ou quaternaire, mais seulement des connezions unaires ou binaires ; en présence d’une
disjonction ternaire telle que pV ¢ V 7, on pourra remplacer les trois branches correspon-
dantes dans Iarborescence par deux séries de deux branches, en utilisant I'associativité de
la disjonction.
Apres s’étre assuré que toutes les connexions de 'arborescence sont unaires ou binaires, on
adopte un Parcours en Profondeur D’Abord (PPDA ) pour en num(’?rotver t.ou's !es sc{rxxmfstS.
La notation préfixe (ou “polonaise inversée”) de l'expression logl({u(z d’origine s'obtient
alors tout simplement en reproduisant tous les signes apparaissant a chacun des sommets
de Parborescence suivant leurs numéros dans le .PPDJ’\. : . ’ »
Exemple : reprendre Parborescence ci-dessus qui represgntg 1 efq)resasaone eet u;‘f-memtw les
9 sommets suivant un PPDA. On obtient alors la notation préfixe de Pexpression e

e=AVApg-TTq

Dans ce cours, c’est 1a notation infixe qui sera privilégice.

traduit par Uemploi du signe
viendra-t- & traduire une
en prenant la peine de

en théorie des ensembles se v
méme ordre d’idée, comment par
dans la suite de ce chapitre,

On a déja constaté qu'une égalite
= dans la notation infixe. Dans le
“inclusion 7 Clest ce gue nous allons voir

définir quelques nouveaux connecteurs dans ce but.

17
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,3 Qm‘ hjul‘H fmmw hbnm :zmr}g;lt’wumiuht“m

: thnn»-nm Wir O cotmei e inaire 1l he”, volé - ‘if?’l" ”-’*1”“ 5“ ok
strivanbe ; étanl dmmm i deax varinliled 14’!'"1””" p ot L Gt e

v PR g Sy i (j'

Cie comnectenr binaire va J()HH i role nn]mrmm dans 1 suile, voyons done Gquelges-unes
K0 pnm ipales propriétds T

1) w'est manifestoment pas :-nm'nmtahf. il West pas non plus assoczataf il i
: Onaen géncral p - ¢ # 4 v pyoce g se constate aisément an micyen d’ i tim;jnmm*f* Ol -
CHCOre 511 (ue lqum O ‘mplf- extrémes ; ainsi a-t-on, par g'A!’tﬂplf* ; U ~r 1= T*Q-’/»I’ & i
tandis que 1 0 = <1 v 0 =0, :

De meme, Je drwﬂmt d'associativiteé de -5 (en général : (p - q) = v E P g - ri}se :
constate aisément sur un diagramme ensembliste, ou encore dans certains cus de figure
extremes (on a, par exetple : (0~ 1) - 0= 1 - 0 = 0, t:zmhs que 0 - {1 = 0} =
OV (-1V0)=1vo=1). Tt
2") Regles de simplification : on aura toujours
(p =+ 0) = —p, (p—1)=1, (0~—7p).~1 (1 p)=p,
mais aussi

(P—~p) =1, (p— —p) = p, ~(p— p) = p,
@

PP=2a)=(p>q),por(g-p)=1,(p=q) —p =p.{g-+p)— 15"‘:“ 'q Yp |
'3") Reégles de contraposition : on aura toujours
(p— q) = (~q — -p),
ce qui se vérifie aisément en appliquant les Lois de De Morgan :
(~¢ = =p)=~(~g)V-p=-pvg=(p g

A partir de ce nouveau connecteur binaire, d’autres connectenrs

utiles peuvent encore étre
' dehms paI exemple le connecteur " Double F lcche , donné par oY

P g=(p—q)Alg—p),

ou encore le connecteur Non-Fléche”, do’nné par

pﬁq~—~(p~rq) pan

_-i\mh Gx(nmnr rons do plus pres quelques—urms des proprmtes de ces mﬂne.cteurs «i(mq ies mcemcc&»

T situés en fin' de chapitre. Dans I immédiat, voyons comment e c*mmertp ur ;}e‘ut emz ut;hw
7 dﬁn de: d{hmr un. nouvs,au 1y pe. de r,anlp,u gm.-snn !ummw ' :
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2.3 Comparaisons d’expressions logiques.
Dans un contexte ensemb

du signe =, auquel corr

notation infi
A présent, n

liste, I’égalité de deux sous-ensembles de 1'univers 2 se note au moyen

espond le signe = en Logique Formelle, comparateur utilisé dans la
X€ pour signifier que deux ex

pressions logiques sont équivalentes.
otre but est de définir un nouveau type de comparaisons entre expressions logiques,
» -, . ] . . . ) A
la ”Conséquence Logique”, notée au moyen du signe = dans la notation infixe, et jouant un
role parfaitement analogue a

celui de 'inclusion en Théorie des Ensembles.
Observons que, pour deux sous-ensembles A et B de 'univers Q,

affirmer que A C B revient & affirmer que AU B = Q

Cette simple remarque justifie les définitions fondamentales suivantes.
Définition : on dira que I'expression logique e constitue

e une tautologie sie =1

e une antilogie si e = 0.
Exemples. Voici quelques exemples particulierement simples de tautologies et d’antilogies :

pV-p=1,pA-p=0,p—>p=1
Les exemples suivants sont un peu plus élaborés (entrainez-vous a vérifer!) :
e=[p=a)A(g—=r))—=>@P—=r)=1
tandis que
f=EpVaA(gVr)AlpA-T)=0 et g= (Vg A(gVr)A(-pAT)=0

i i : g S p (S onnecteur onnue
i 1 €S i C U 3 C
i : iy (0] (0] une tau OOge regie oul e C 1 r —

dant a Pesprit I'analogie ensembliste et la remarque formulée au début du paragraphe,
dan ; ¢ ivante :
b e ‘ent A définir la Conséquence Logique de la fagon Sl,lwmte ; W', et Uon écrira
on en vien : dira que Uezpression logique h a pour conséquence logique ', ¢ ,on_ec
Déﬁn/ltlc;)‘n Z Osn(me (h — I') est une tautologie, autrement dit dés lors que (h — h') = 1.
h i: h , des or:

3 " la Régle d’Enchainement en écrivant que
- ra-t- ar exemple reformuler la
Ainsi pourra-t-on p
(p= A (@=EP—T)
Pl implement, on pourra commencer par observer que
us si )

(pAg) Ep,pEMVA, 0Fpetpk1

dans toute la suite, de ne JAMAIS CONFONDRE la consé.c,luence'lo.glique
oo = Certes, ces deux outils de la Logique Formelle sont liés, mais ils ne
= avec le connest Bk = e-l |=,ne pourra jamais étre pris pour un connect'eur (de méme que
kS Zajt:zai.s atre considérée comme un opérateur en Théorie des Ensembles).
I’inclusion C ne pourr

opriétés les plus uti > la
aphe par un inventaire de quelques-unes des propriétés les plus utiles de
Terminons ce par-;lgr .
Conséquence Logique =i s

10
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e\mblc P(O) de. tmm:i.

“analogue, on pourra observer

H(‘ &nmtﬁ d’ Antz.sume’tmc‘ ",,‘_

e YN
dehm’t uue relation-d ordre Sur 1 e

) De facon entivrement
fait les pmpxwtvs de’

1 Rd,)p«ffnns que I xm‘lusmn &
gons: vusemblm de 1'tin jvers g
Ia Co anuenu" Lcmqu@ = “:ms

; Frar mlzvzt& Lm d

ns qm\ ant

aura tOU.]OUI'b glte 5 | x
el ot ¢ l:= on a en fait e = €.

o |='¢’’, on aura aussi e = €.

‘o'Réﬂe;z:wzt(; T on
o Antisymétrie : des lors que e &
o Transitivité : dés lors que € = ¢ ete
14
/ P ' _’& f}
: Regle d’Enchamement on aura toujours [(e =€) A (e = € M E (C )

o

3. Syllogismes : oOn aurd toujours [r, /\( e e
4. Régles Elémentaires : on aura toujours
(eAf) ek (evg) o 0O Eel1
En outre, des lors que e =€’ et f = #, on pourra aussi écrire que

A EEAF) e (ev)EE V)
2.4 Exercices

Exercice 13 : Expressions logiques et langage courant. Supposons que I'on attribue &
la variable logique p le sens “Pierre aime Marie” et a la variable logique ¢ le sens *Marie aime

Pierre”.

1. Donner un énoncé en langage courant correspondant aux propositions ci-dessous :
apAgq ; ~(pVa) i ~(AQ)

2. Réciproquement, transcrire dans la notation logique infixe chacune des propositions suiv-
antes :
Pierre et Marie s’aiment l'un Uautre ; Pierre et Marie ne s’aiment ni 'un ni autre ;
N ’
Pierre aime Marie, mais Marie ne le lui rend pas ; Il est faux que Pierre aime Marie et
n'en soil pas aimé.

kxelicxcz 14}. Simplification d expressions logiques. Trouver une expression logique " plus
simple” de chacune des expressions ci-dessous. Par "plus simple”, on entend une e 31
contenant moins de caractéres. : ’ gt

s e=-{-pA (-1(]\/])))
* ¢/ ==(-pV (g Ap))

s = ((-pA-T)V(gA 1))

Exercice 15 : :
=ercice 15 : Changements de notation.

L. Erpressio ]
=rpression donnée sous forme infi
i 2 S LS SN G S oyl 24
R | forme infize : considérons Vexpression e donnée sous foir e infi
2 (] e s rme infixe

= [{p / P
= l FLIAN “7(1) AV ,'Jl ¥ [-‘1.". v/ q}

> 1
1..1) HOLNeY s0ceq Efﬁfii\"(‘!)'i’]l\

20)
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(i) Pinterprétation ensembliste (par un diagramme de Venn ou de Karnaugh)
(ii) la notation booléenne

(iii) la notation en arborescence logique

(iv) la notation préfixe

Fy) - 7’ . ~ . N . .
Ezpression donnée sous forme infize : reprendre ces mémes questions A partir de ’expression
/ ’ .
e’ donnée sous forme infixe par

!

e = {[pA-(gAS)|VrV-stA(msVq) Ap

3. Expression donnée sous forme préfize : considérons Pexpression €’ donnée sous forme
préfixe par
' =-VAgVrpaV-pArs

Donner Parborescence logique associée & ¢, puis les notations infixe et booléenne cor-

respondantes, puis une interprétation ensembliste aussi simple que possible (par un dia-
gramme de Karnaugh).

R B N 7 . ’ ) o
4. Arborescences logiques : on considere a présent I’expression a donnée par 'arborescence
logique ci-dessous :

1
I -
\0

-V

A/
N
\A/
.
Y

r

D
V
A partir de cette arborescence donner Iécriture préfixe puis U'écriture infixe de a. Simpli-
parti ,
fier a.
5. Un dernier ezemple : on considere enfin I'expression b donnée par
b= (pVﬁ(qV(r/\—us/\ﬂq/\O)))/\—|p/\q/\(1\/—13)

tte expression en notant la profondeur de chacun de ses caracteres, puis
cturer ce . % iy

Stru, tor b en arborescence logique ; donner ensuite une écriture pr éfixe pour b.
représenter 0 ¢

’ escence.
Exercice 16 : Deux autres exemples d arbor

i hée par Uar cence logique ci-dessous :
1. Soit e expression donnce par l’arbores giq

Scanned by CamScanner



v
, g
7 -
£ 7
o
,
s L
d Ly 3
; y “if
iy / o
.//
;o
i
P : 1 e i{}
i AeerThidAst AR :

g AT et gt «r P At i

LRSI e

PRSTLY

) - ¥ b, {1t
V. Vinss aipstisnn el £ Uwnes S
1:‘
/ )
7
rd i
y i ¥
L
/

i

) ) it nang HEME s o
Bwamnis 17 ¢ Byatingen cosupiate de computenrs, Wasppefomie que de connectons “F el
sont atas SR b Jmeiy gl st — etV o poagtl (v g) = V) O oedhanit ey

e e g e e at] Al sa '12}‘,};8”

Pio A = ":;,i «g / "!/ ~w PP ot g = —Hg @ ") i 4/5' Y = "(ﬁ Ly CN

P e anites. sy »;r:ys'l§s~ o eyatantys somplet de conmseleirs low systitue de connseteyrs Pt e

et ¢
A

s 2 naporie gttt osdpation doglogus asaelle en oyt ifisant sepleent les connectonrs
W o e sjudtigus sssegiiee Serpiasions chdoaous giw {02 forme o systée
SgIa 8 sianstertan, sy Ao Qe 1GGorras Ggupvslonten de J_b..u;r,u,uf dentoe olles
PG YA YA iy

‘-LI 3
¥ Bl s bt wdpiications s e FU0 Y Ay ey bine - '-'}
“ I = R TEEGA) VW B RO AT g et o

i v (4 X0 s s A . ?
o 5‘4 a7 bl 11«1 H;“‘ﬂ Fi ’-(fﬁlj{i‘,ﬁ!l;k‘,l.‘}-‘ A4y e 11“{(1! At
Wy A rAeel Mg kL
(

;}‘“f’ (“h“l dont @ Wy g A gl
% ' g Ll

R e 2§ DR AP P

£ trptsazan Ag#

srdd

st sysitaenne {0 g0 e enmnectent binsire

b { 2pel 4
B2 et SRATCHAT i CE F L8

i

;1’ Afsakisid st o

¢

Scannedu‘by‘ CaScanner



2. Mémes questions pe }
“S questions pour le counecteyy 7.

3. Vérifier que > est i Ia fois commutatif et associatif, et que
PEgor=(pAgar)vipa YAV (-pAg A -v’)}v (mtpA-qAT)
a Jeme 3 a gy = :
e o et e i o, o
S sont Tausses et la troisitme vraie).
4. > est-il distributif par rapport a A ? Par rapport 4 v ?
5

. Etudier similairement Je connecteur 4.

Exercice 18 : Découverte d’une conséquence logique. On considere 'expression logique
¢ donnée par V

e={pV-[(rA=sA—=gA0)Vg}A-pAqgA (LY -s)

p—

. Simplifier cette expression en utilisant les regles usuelles du caleul logique.

o

. S’agit-il d'une tautologie ? D’une antilogie ?

e

. Utiliser ce qui précede pour prouver que

{pV-l(rA=sA=gAO)Vgl} E[pV gV -(1V-s)

Exercice 19 : A la découverte du connecteur de Shannon. Le connecteur de Shannon
est un connecteur ternaire qui peut étre défini a travers la formule

Sha(p,q,7) = (=A@ V (PAT)

1. Simplifier successivement

Sha(0,q,7), Sha(1,q,7); Sha(p, ¢:9), Sha(p,0,0), Sha(p,1,1), Sha(p,0,1), Sha(p,1,0)

P : eurs {—: rouver des expressions équivalentes
9 Fn se référant au systeme de connecteurs {—; Sha}, tro 1 THIVE

2 pVa), =) @A, (pea) P
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o'ont, ant &
ri fc

portance. ey
f.g.hiles -.‘rmci jons 1og;quf:g

e gfw“w:: eI
: AT L R
# by et hipg.TIE VY

£ Lois de De Morgan). candis que f et hne Je somt

une icmctwn de deux variables senlement, alors queé

fes -.,a:ia;:r-m d nos fonctions Jogiques pourTont #tre #tudiées anl !jl:wm
¢ 0es
(TEV'S ou encore en utilisant un Diggramme de Vérité (D}

Tableaus de Varistion et G raphes attachés a nos fonc-

+ =

3 a;f;; 3 mut anux

f'iiu.: fpf’)dam des n variables logiques p1.p2.. . - P il s'agira, dans un cas

. Yautre {DdV). de considérer Jes 27 maniéres d'affecter certaines des variables
anires & la valeur 1. et de calculer la valeur prise par f dans chacun
2" lignes, correspondant & chacune
les n premieres colonnes

. TZV d'une telle fonction f comportera done
raires de longuear n envisageables. et (n + 1j colonnes,

Fectations de chacune des variables et la dernitre aux valeurs obtennes pour

ie L »:'.’«" de cette méme fonction _," constitue, guant & lui, une représentation graphigne de ses
~ dont toutes les ramifications sont binaires ; on trouvera une

15 bz forme d'un Tarbre
racine de cette arbre, constituée d’'une brdnche descendante

cztion binaire & la
in) svmbolisant une affectation de la 1ére variable py & 1, et d’une branche

r,n‘ til}é) svmbolisant une affectation de la lere variable p; a 0. Deux
s sont reproduites aux extrémités des deux premiéres branches, pour

= de 1z 2nde variable pp dans chacun des deux cas d’affectation de la
1

b]
gl

v

telles ram
svinboliser *J’f:c:at:'!;
cariable p;. et ainsi de suite ... De telles ramifications binaires sont enfin reproduites aux 2"~
SOmANELE :wpmrr,wm toutes 3% affectations possibles de {py.pa, . . .. pa—1). pour figurer les deux

»{7« sarions possibles de la dernibre variable p, dans chacune de ces situations. Tout au bout
- ¢e4 artire, on trouve enfin, en uuis:* de "feuillf*s‘”, des valeurs binaires {0 ou 1) correspondant

# racine duy DdV m%q';"‘ i'une de g8 feuil_les.
K {}‘ ru:{.ir ng e - 3. .0 - 3 h
‘omsidérons par exemple les fonctions de trois variables f et g données par

fip.gri= a’p—ﬁqjﬁ roet glp.q.r) :—‘:p-" lq—71)

P;){}—(rp ;€ (3' ‘ .
jue ces Genx donctions dépendent d'n “
1 méme 2 de v i
. Jeurs me nombre de variables logiques, on pourra ('tu dlm‘ ‘

2. vdﬂq‘.‘(rs, 05 Daralls
; i 0N para 1:’16 \uu-. ()bf.(s;,()n-, dili‘~1 }ph }”dv "*Hnllhﬂneﬁ'i de f (‘t q
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Une comparais .
raison des 7
d’associativité dy TdV de f et de g permet de retrouver en un coup d’oeil le défaut
duisent parfois ( _COIIHI(;(‘?teur — 1 [ et g sont bien deux fonctions distinctes, puisqu’elles pro-
> (vorr les lignes 1 et 3 du TdV) deux v i . :
. 2 ") deux valeurs différentes pour une méme affectati
de leurs variables. P me atlectation

On parvient mé 5
- men retrouver 36 '] 2 i
p 1€ a retrouver une conséquence logique connue, & savoir

(p=aq) =11 EP— (7)),

en observant que les valeurs logiques produites par f sont systématiquement ” plus petites” que

celles produites par g : autrement dit, dans toute situation ot f prend la valeur 1, g prend elle
aussi la valeur 1.

TdV ou DAV constituent donc des outils pratiques permettant de vérifier la validité d’une
Formule Logique. Cependant ces outils classiques, utilisés sans aucun recul, s’averent bien trop
encombrants pour étre réellement pratiques des que n grandit : 2" croit beaucoup trop rapide-
ment en fonction de n. Dans les paragraphes qui suivent, nous verrons des méthodes classiques
de "condensation” pour de telles Tables ou Diagrammes de Vérité.

3.2 Condensation des Tables de Vérité : ’Algorithme de Quine

Considérons une fonction f dépendant de trois variables logiques, et supposons que la derniere
variable s’avere indifférente dans f lorsque les deux premieres sont affectées respectivement a 0
et 1, au sens ou

f(0,1,0)= f(0,1,1) =1

Les deux équivalences ci-dessus correspondent a deux lignes distinctes dans la TdV de f :

[of1]of1]
[of1]1]1]

o . IESEETE B O [ 4 ” : '
Cependant, puisque la troisieme variable est ici "localement indifférente ) og auraltA pu gagner
de la place en choisissant de condenser ces deux lignes en une seule pour écrire plutot :

[of1]e]1]

L’algorithme de Quine vise A utiliser autant que faire se peut de telles ”indifférences locales”
our condenser au maximum la TdV de la fonction f ; le principe en est trés simple et repose
Is)ur Pobservation suivante : si la fonction f dépend de n variables, on aura (Identité de Shannon)

f(p1$p2a'- . apn) = (—1p1 AfO*—pl(p27P37---,pn)) \ (pl /\flf_Pl(p2’p3"" ’pn))’

fo (respectivement f1ep,) désignant ici la fonction de (n — 1) variables obtenue a partir d:
‘_— e 7’ Pd ..

f enp 1rempla(;an’c la premiere variable p; par 0 (resp. par 1). Ce procédé de décomposition peu
atre itéré, en sorte que, par exemple :

Joep (P2, P35 - - - yPn) = (72 A foep1,06p2 (p3, - - - ,Pn)) V (P2 A foepr,14p2 (p3s -« »Pn))
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INITIALISATIQN : nn A nant que des connocteurs élémenfaires (»a ﬁ /)

nte
f(I’i Pias o Pl formule ‘ne. co

3
soit (F) la formule loglque produ;\te au pas prér‘éden

g te logique,”
i le second membre de la formule (f) n’est pas une cozaf:;"w ae{co?ld .
On recherche alors x, variable de plus petit indice figurant

8 f_:PNFRAL :

P Cas L

membre. sulte
On affecte » A la valeur 0, puis on simplifie le second membre de (F)

a cette affectation.
On écrit la nouvelle formule logique qui se déduit de () en remplagant

& par 0 dans le premier membre et en reportant dans le second membre 1 'nxpression
simplifiée correspondante.

le second membre de la formule (F) est une constante logique.

On recherche alors y, derniére variable fixée a 0 dans (F).

On recherche la formule (¢) produite juste avant cette affectation de Y

a 0.
On affecte y & 1 dans (G), et on simplifie (G) suite & cette affectation.

On écrit la nouvelle formule logique qui se déduit de (G) en remplacant
y par 1 dans le premier membre de () et en reportant dans le second membre

1’expression simplifiée corre spondante.

Cas 2

3. ARRET :

Avant de passer a un ler exernple, précisons qm- les seule
chines sont les suivantes

ONnp=u

Yoyons par exemple commment cet algorithme permet %
fonetion de trois variables S donnée par = f(p, q,

I
i
| f
|
|
f
I

?

}
§

?
n
l
H
i

l)ri“.“ e t.xh]c
HUIErG de Pisg iy 4

ohtient aips la "Tay
Aot je seCand yyepyl

I an (1«4 (umtlum ﬂ(" (n y J ‘mrrai‘_ylm _
gl lx;:st dans Lz, MV iR AT

cet algorithme prend fin lorsqu’on se trouve dans le Cas 2 et que toutes

les variables affectées sont affectée

s simplifications connues de nos ma-

A =0 2V =1 ainsi que

r=zeANlz=zx; OVz=aVvV0=a;1Vr=rvi =1

laborer yme TAV condensée pour la
r)z=(p—q) —r.

spA-gvr
S(0,q, r)=rp

SR

[00,q,0) =0

f(Lq,7) = -

L

(1,0, r)=1
S, 1,1) =9

sl e th. B, Y 1;;1” 1 ! ‘ ¢
et la lm i (hw 1 mdu uimn du

.th‘: ation, ¢'e sf~
i fnlmll]( Hll!l\u

“fioen ne fardant. eie

]l‘-"i for ey 11
Wi Togionte - tes dormules Jogiqgue 5
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En ?qnlpara.ison avec la TdV ¢o
est ici de trois lignes (

3.3 Dé e
b ecom (0] 2 ,
positions canoniques, décompositions normales

Convenons d’
appeler F - .
orme Normale Disjonctive (FND) a n variables pi,p2,. .-, Pn toute

expression constituée d’ ]
ituée d’ 18] ] j ) U
Daraitre o sy 1 d. une disjonction de conjonctions ot chacune des conjonctions fait ap-
e fois chacune des variables p;, telle quelle ou niée.

On pourra trouver
N t.u\ er mou'lte FND permettant de définir une méme fonction logique f ; ainsi a-t-on,
iction de trois variables f définie par f(p,q,7)=(p —q) = r:

f(pa:r) (pA—q)Vr
(PA=q)V (qAT)V (mpA-gAT)

(p/\_‘q/\“T‘)V(p/\—\q/\r)V(—q;/\qAr)V(p/\q/\r)V(—1p/\ﬂq/\r)

e

%;1\%(;1;“:165' ;setrr;:)i-ljteitiztgiChame- d’éq.uivalences. cons.titue ‘foutefois un cas bien p.a,rticuli‘e_r Sle
: ' ) me disjonction de conjonctions ou chacune des conjonctions utilisées
fait apparaitre toutes les variables de f, telles quelles ou niées ; ce dernier type de conjonction
est appelé Min-Terme et correspond & une "case élémentaire” en termes de diagrammes de
Karnaugh ; dans le cas particulier ot notre Forme Normale Disjonctive est constituée d'une
disjonction de Min-Termes, on parlera de Forme Canonique Disjonctive (FCD).

Un instant de méditation quant aux paragraphes précédents permettra de constater que toute
fonction logique f admet une et une seule FCD, et que celle-ci pourra s’obtenir en répertoriant
tous les chemins allant, dans le DAV de f, de la racine a l'une des feuilles étiquetées 1 ; de
maniere équivalente, on pourra tout aussi bien repérer chacune des lignes se terminant par un 1
dans la TdV de la fonction f : une telle ligne correspond en effet a un Min-Terme figurant dans
la FCD de f.

Considérons le deuxieme exemple fourni par la fonction g telle que g(p,q,7) =p — (@ = 7).
Quelques efforts de calcul permettent cette fois de trouver les FND suivantes pour g :

g(p,qr) = “PVTV(PATY)
= —|pv(p/\7‘)\/(p/\ﬂq/\ﬂr)

Quant a la FCD de g, elle est donnée par
9(p,a,7) = (p/\ﬂq/\ﬂr)V(p/\ﬁq/\r)v(ﬂp/\q/\r)v(p/\qAr)v (=pA=GAT IV (ZPAGA=T)V (=pA-gA—T)

Termes apparaissant dans la FCD de f apparait aussi

On constate alors que chacun des Min-
une conséquence logique connue, a savolr

dans celle de g, cé qui permet de retrouver
f(p: q, 7,) ‘: g(p7Qar)7 soit [(p =P Q) — ‘T'] ‘: [p — (q e T‘)]

ication judicl i Torean nous aurait permis d’exprimer
Observons enfin qu'une application judicieuse des Lois de De Morg p P

f ou g tout aussi bien comime conjonctions de disjonctions !
. : ? a1
Ainsi pourra-t-on commencer par voir, par exemple, que les seuls Min-Termes n’apparaissant

pas dans la FCD de f sont (p A A —r),(~=p Ag A -r) et (-pA—gA-r). Ona donc tout aussi

bien :
f(@,47) E—‘[(p/\q/\ﬁT)V(ﬂp/\q/\—w‘)\/(—'p/\ﬂq/\ﬂr)] :
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- Karnaugh, '

“la validitg de

E S Y A5 1) A Top s (g v DAl 8) s
2, {pv GV RS

o Eerire ey CXDIressions log

O puis, en ':s'p}g%idu'imr‘. les Jois de-De Morgan :

Fip, qir ‘;;';'g:l:.\‘,v, \_} ---,11{ Vo)A (;)\‘:q\' z) /\‘(p..\.’ (i V!), ke

e qui constitue wie présentation do fau nayen de sa Forme C_ammiquta Coﬁjdﬁ}:tin_é', ot
A dive comme conjonction de Muax-Termes, un Max-Torme étant, bien entendu, la nég Wion
‘dun Min:Terme. ¢'est a-dire wne disjonction faisant apparaitre t'hzu‘:mxc; des variables e folg - 2
exactement (telle quelle on nide). : : ‘ S

 Plus généralement, toute présentation de - f(p,q. 1) an moyen d'une FND conduirait, par Bl Lonlmes

plication des Lois de De Morgan, & expression de [ sous une Forme Normale G(m;}(m::,twg i
{conjonction de disjonctions). ‘

. . . s X - h . s PPN ] R AN

Pour la fonetion g, on obtient tout simplement la Forme Canonique Conjonctive

9Pq ) = (-pV g vr)

3.4 Exercices

Exercice 20 : Quelques Tables de Vérité. Rechercher les TAV des fonctions Ju oy Fas Tav fs
définies respectivement par

L iip.g) =(qv p) = (g — -p)

M

Llpar)=(gvp) = (g - )

Lpar)=(ge -p) o (peo r)

I =

fipa.r) = (g = p) = {(p— —r) - (mr — q)}

w

cSpar)={p o @=r) =g -
Exercice 21 : Une premiére application de I’Algorithme de Quine. Soit f la fonction
de 4 variables donnée par \

IPg.7.8) = [(pAT)V (~pA=q) v s] A [((=pV “r) APV )V (=s)]
1. Appliquer I'Algorithme de Quine afin de trouver une TdV condensée de f.

2. En déduire une nouvelle expression de [ comme disjonction de conjonctions.

Exercice 22 : Etablissement d’une conséquence logique par I’Algorithme de Quine.
Le but de cet exercice est d’établir 1a validité de la conséquence logique
[r = (=g V$)] A llgVp) = (VD) A[ng - siAls = pll=p

1. Traduire cette conséquence logique en une antilogie de forme simple (ne faisant intervenir
que les connecteurs classiques A, V, =, ce dernier ne portant que sur des variables logiques).

2. Appliquer Valgorithme de Quine afin de vérifier la validité de cette antilogie.
3. Betrouver cette antilogie en utilisant le caleul propositionnel.

4. Betrouver la conséquence logique ‘annoncée initialement en utilisant des diagrammes de

Exercice 23 . Trms autres conséquences logiques. Etablir, par Ia méthode de votre choix,
5 conséquences logiques suivantes ’ it R R

3.1 BN YN PIA (g ) b p
824l > ) Apl v (g py) = (p. =)

fues rencantrdes ci-dessus sous leur Forme Canonique Disjonctive,
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