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Séries Entiéres et Fonctions Analytiques

I- Généralités sur les séries entieres.
On appelle série entiére toute série dépendant de la variable complexe z

+oco
3 an(z - )"

n=0

et prenant la forme

pour une certaine suite (a,),>0 € C" et un zg € C fixés.
Des lors que cette premiere définition est posée, on pourra commencer
par se demander quelle est la forme du domaine D¢ des z € C pour

lesquels cette série converge.

Bien entendu : zg € D¢.
Nous allons voir que parfois : D¢ = {zp}, tandis que dans d’autres

situations : D¢ = C, tout dépendant du point auquel les variations de

la,| sont "modérées” pour n — +0oC.
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Théoréme : Quelle que soit la suite (a,),>o utilisée, il existe
R € [0; +0c0] dépendant de (a,)n>0 et tel que

1. Si |z — 2] < R, la série Z;:;’) an(z — z9)™ est absolument

convergente, tandis que
2. Si |z — 20| > R, la série Y77, an(z — zo)™ diverge grossierement.

R € [0; +00] est appelé rayon de convergence de la série entiere
Z::E) an(z — z9)™ et s'exprime a partir des coefficients de cette série

travers l'identité 1
R= (Hm supi/ ‘,anl>

n—+0o0

Notons enfin que dans le cas oll |z — 20| = R, diverses possibilités sont
envisageables (convergence, Convergence absolue ou divergence de I3

série entiere Z;j) @yl — Za ) )
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Quelques exemples de calculs de rayons de convergence :

1. Le rayon de convergence de la série entiere ST (n!)2™ est nul |
En effet, d'aprés la formule de Stirling -

lim sup¥/n! = lim sup"ﬁ/ nhe~"V2mn = +oo

n—--oco n—-+o0o

2. Pour la série entiére Z::__?%(: — 1)™, on obtient le rayon de
convergence R = 1.

En effet :
limsup¥/1 =1

n— -4+oo

3. Pour la série entiére ;:% L(z —1)", on obtient encore R =1

puisque

—

; !
lim sup”\/— =]
n—-oo n
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e certaines séries entieres célebres :

Valeurs d
r=T A

1 Pour tout nombre complexe

+
Bk . '
Z PAlgT exp(z) At gw‘Hy = e (cosy ~+= 7 sin ’y)

5 Pour tout nombre complexe z tel que |2]-& 1

+co
Zzn:1+2+22+-..+z”+...—_— !
n=0 1—2z2
tandis que
+00
i/

Y
_+_
o)

(-1)"2" =1— o -
0 ) e AR o G D A R

n=
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et

3. Pour tout nombre complexe z tel que |z| < 1 :

=2t =—log(l—z)=—{In|l—z|+iArg(l - 2)}

-0 SRS B} 3 3 - -3
(—=1)*+1 at g (=)t
- Emc-— ==+ z"4... =log(l+z)
£rd n 2 3 n
7:_{

A ce stade, on parvient 3 remarquer que la valeur de la dernidre série
ci-dessus pouvait se deviner en "intégrant terme 3 terme” |'identité

: §ﬂl§€a~fu et 1 — b A {\“1\)?{‘[: Nk ot

o ! P e - ~ LR S R | H ~ R R
&\ }_ :
s’ — .
v=l) g e

_Uans [autre sens, on peut &tre tenté de "dériver terme 3 terme” e.g.
o g g Wl ans e : 3 . L e 4 » « LI - ,
ntite 3 0 2" = —Jog(l — 2) ... Mais est-ce bien licite 7?
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ll- Fonctions Analytiques et Dérivabilité Complexe.
Notations et définitions :

e Etant donnés z5 € C et R > (), on pose

D, r={z€C :|z—2

< R}

i

e On dira que le sous-ensemble (non-vide) Q2 de C constitue un
domaine ouvert dans C si :

V2o C,3R>0, D, grCQ

e Ex. :

— © constitue bien évidemment un tel domaine ouvert, ainsi que
a \

C\{Zy} pour tout nombre complexe fixé Z,.

) = C\ R, constitue un domaine ouvert du plan complexe,

\ T

tandis que 2 = C\ R n'en est pas un !

H
Lo,
U’
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- Notations et définitions (suite) :
Soit D = D, » un disque ouvert dans le plan complexe et f : D — C

une fonction a valeurs complexes définies sur D).

e On dira que f est Développable en Série Entiére (DSE) dans D s'il

existe une suite complexe (an)n>0 permettant d'écrire

=+00

V2ED, f(z)=Y anlz—z)"

n=>0
e On dira que f est dérivable en =, s'il existe une constante complexe
" pour laquelle
flzo+ () — flzo
fla+Q) = fo) _

¢ (—0

Comme pour les fonctions d’une variable réelle, on pourra alors
poser (' = f'(zy) ... mais il s’agit 13 d’une forme trés forte de

dérivabilité, comme nous allons bientdt le constater |

el
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Définition et Théoréme Fondamental : A
Soit  un domaine ouvert du plan complexe et f : {) — C une ‘fa,

3 valeurs complexes définies sur (2.

e On dira que f est analytique dans € si

Voo € Q, 3R >0, D, r C et fest DSE dans D.,

e (Un) Théoréeme fondamental de I’analyse complexe :
La fonction f : 2 — C est analytique dans () si et ssi
f est dérivable en tout point zg de !
Dans ce cas, on pourra présenter f localement a travers sa
série de Taylor, au sens ou |'on aura

B (n) (5
f(Z) e Z a'n(Z Z f ( 0) ~ b ZO)n
R

des lors que z est "suffisamment proche” de zj.
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Deux Propriétés Fondamentales :

Soit f: D — C une fonction DSE sur le disque ouvert D, telle que

+o0

Vz € D, f(;) = Z an (3 - 30)71

n=0

e [’ est telle que

Vze D, f'(z)= Z na,(z — z0)" !

n=1
tandis que F': D — C donnée par
+ o0 &
& F(z) = L n
Vze D, (,:) =5 "E:I T<: 30)

fournit la primitive de f s'annulant en zg !

e Dans le cas ol 29 =0, les fonctions g: D — C et h: D — C définies
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respectivement par

oo +oo Aty
VZED, g(z)= Y asa(z = 2)* et h(z) = N g 70)2"““, 5
n=>(0 n=0 :

fournissent les parties paire et impaire de la fonction il
Exemples :

1. La fonction exp : C — C peut &tre présentée 3 partir de sa série de -
Taylor autour de z5 = 0 :

“+o0 n

= e“(cosy + isiny) ——-Z

Q

\7/ el z . GIC"*‘i"Ij

e, e

\\]
{ o

mais aussi en se basant sur sa série de Taylor autour de n'importe quel
autre point zgp :

Lo O Foo- 4 e
LR exp AR . , PR :
vze(, e = E b )(~ 2)" = E —{2—2p)" ='€* § ;—(Z"'Zo)n
n! n! n!
=0 n=0 n=0

On retrouve par la-méme la multiplicativité de la fonction exponentielle, 3
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savoir le fait que

\!_;(;‘ :“) ¢ ((f’?! ('. : (..:'n r (..; 0

Ses parties paire et impaire sont les fonctions cosh, sinh ;€ »
donnees respectivement par

; 4 ( o !‘ e . I“:\ A i & < Z t .

¥z € C, cosh(z) = ———r. . R i |

‘ 2 (2n1)! 2 24 |

1 ea() /
et
(,f. — 3 '_’; AT o w3 "
V2 € C, sinh(z) = —— = = R M o A
2 ‘(21 + 1)! G 120
T

cosh : C —— C est paire, sinh : C — C est impaire et I'on a

cosh + sinh = exp, avec en outre
Vz € C, cosh’(z) = sinh(z), sinh’(z) = cosh(z) et cosh?(z) sinh®(z) = 1

2. On parvient aussi a retrouver les fonctions cos et sin de |a trigonométrie
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circulaire en posant :

iz ( 1)n 2n —_ ‘_ 22 f{_t..... e
Ve-e € cos(2)= Z Bt 1 5 Gise e
et
§ : ez’z —iz ( 1 7 2n+1 i 23 ~5
Vz € C, sin(z) = ————— Z Gl " G o 50

La Iére propriété fondamentale permet alors de récupérer les identités
cos’ = — sin et sin’ = cos, et I'on a aussi

Vz € C, cos®(z) + sin®(z) = 1
3. On a pour tout z tel que |z| < 1:

IOg(l+z)-Z( .

)n—i—lz “7~—32—+z3 - ok e
< ) 3 - z +.
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I1l- Equations de Cauchy-Riemann et Fonctions Harmoniques.

Dans ce paragraphe, f: Q) — C est une fonction analytique dans le
domaine ouvert ) et I'on pose

VzeQ, f(z) = flz+iy) = filz,y) +ifa(z,y),

f1, f2 étant quant 3 elles des fonctions & valeurs réelles.

Equations de Cauchy-Riemann :
Des lors que f: {2 — C est dérivable (au sens complexe), les fonctions

f1, fo : 2 — R doivent admettre des dérivées partielles du ler ordre

dans £ et I'on doit avoir : Y(xzg,yg) € €,

of )

*af;f (z0,y0) = ——a‘; (0, yo)
af A fo
?jTJ]-(mU?/O) i —('3; <$0:y0)
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Ces deux équations fondamentales peuvent étre obtenues en »posarj?c;\j

¢ = h puis ( =1 - h dans I'identité

lim f(ZO = C) . f<20) s f/(Zo),
¢—0 ¢

h étant un nombre réel (qui a vocation a tendre vers 0).

Conséquence importante : harmonicité de fi1et fo:
les parties réelle et imaginaire f1, fo : Q@ — R de la fonction analytique
J sont en fait de classe C* et harmoniques dans le domaine ouvert . al

sens ou : Y(zg,y0) € Q,

: 0%fr  8%fy
Afi(@0,40) = { o2 —5—!/7} (%0,40) = 0 = Afa(zo,yo)
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N.B. : on vient de voir 5
- en physique et en scienc
la Mathématique N,

Pparaitre un opérateur qui occupe une place centrale

es de l'ingénieur (ainsi que dans bien des branches de
I"Opérateur de Laplace

('92@ 8299
A
L {8:{:2 i 8y? |.’

operateur que |'on peut considérer par exemple comme un endomorphisme de
I'espace vectoriel des fonctions @ : ) — R de classe C* sur Q.

Exemples :

1. Les parties réelle et imaginaire de la fonction exponentielle sont
manifestement les fonctions fi, f> : R*> — R données respectivement par

J1 (”La y) =g cosy et fQ(CU,y) e siny
Au ler ordre, on a manifestement

C;J;l (z,y) = e cosy = %(w,y)
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: 115
et
oN BiEie b
7 (z,y) = —e“siny =
(Equations de Cauchy-Riemann).
A l'ordre 2, on constate que
A Afsie0
2. Dans le cas de la fonction log : C\ R, remarquons que si z = Re(z) > 0:
log(z) = In(|z]) + iArg(z) = In(/z2 + y2) + z'arctan(%)
On a donc, toujours dans le domaine ot z = Re(z) > 0 :
5 @) = 5y (BT} = 5 = g {arctsn )} = 5
—r— - — 1 = = ‘L — = Ef 594 )
Oz (@) Oz vzt ) ¥ +g? Oy o an(x) (r)y“ s
tandis que
6f1 i z } L YaXeso s AP g
S8 0.1 = 2 /T = = () = e
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