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Nombres Lomplexes

I- Introduction :
i peuven
Les nombres complexes forment un ensemble de nombres qui p

' iti iplier
étre représentés dans le plan, et que I'on peut additionner ou multip

entre eux.

[ rs
Historiquement: le surgissement des Nombres Complexes a lieu au cou
lS . LN ~ .
de la Renaissance italienne (XVIéme siecle) a partir c.les tra/vaux ‘de
Tartaglia, Cardano et Bombelli portant sur la résolution d'équations
artaglia,

algébriques de degré trois ou quatre.
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ll- Définitions fondamentales.

e Ingrédient de base: un nouveau nombre i vérifiant i x i =i = —1.

e Un nombre complexe z quelconque est somme d'un nombre réel x et
d'un nombre imaginaire pur iy (ol y est réel): z = x +iy. On
appelle alors x la partie réelle du nombre complexe z, et y sa partie

LY imaginaire, notation: x = Re(z),y = Im(z).

"% o Etant donnés deux nombres complexes z = z + iy, 2’ = 2’ + iy/’, on
A : définit leur addition et leur multiplication a travers les formules

AT Q\C—F« A (7_*_'1/ >+@(y+y ) z><7 =22 = (’L”L —yy’ )+z(1 y 4111 )

e On note C I'ensemble de tous les nombres complexes. Les nombres

complexes z et z ! sont égaux si et seulement si ils ont méme partie

e L e
réelle et méme partie imaginaire (= &' 0= 9%
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e Sommer les nombres complexes z et w revient tout simplement 2
effectuer une addition dans le plan vectoriel (régle de complétion du

parallélogramme):

¢ 522
/;\ /(/ // /
P i // /
} Z // ol /'/
= L /
= e /
X ( { // sz / i
ovws | /S =

AT )= /
ANIA d $= g«
| A \ < v -
i, 3 "\X\]
!‘_}/\NJ\J 2 \"\ T
\ | / /‘\/LQ
4 sy
<
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- Remarques supplémentaires, exemples.

® L addition et la multiplication complexes sont des extensions de
I'addition et de |3 multiplication de nombres réels; toutes les régles
usuelles du calcul dans B (associativité et commutativité de +. x,
distributivité de x par rapport a8 +) sont encore valables dans C.

® La formule du bindme de Newton est donc elle aussi valable dans C:
n n
Ny \ o : ) : 3 Pt A
viw.z) e C*, (w+ :)” — E wk ok
k
k=0

e Un premier exemple de calcul:
(3+0.51)(2—48)+(i—1)° = 64+i—121—224+43 312+ 3i—1 = 10—95

e Pour z = x + iy quelconque, on appelle nombre complexe conjugué
de > et on note = le nombre donné par
Re(Z) = Re(z),Im(Z) = —Im(z), autrement dit: = =  — 1y.
A

Ly e

X z o5 o
| T v
| P ol
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Observons tout de suite que P R &
zZ ‘ = : ; 5 — 2
£+ Z2=2r=2Re(z), z-%7=2y= 2ilm(z);  ZZ=%°+y

La derniere égalité s'emploie trés souvent pour identifier les parties
réelles et imaginaires d'un quotient dans C, puisque pour z = x + 1y
et w=wu+14v#0o0na

z _x+iy (v +iy)(u— i) _zu+yv ; Yyu — v
w  utiv (utiv)(u—1) w2to? w2+ o2

® Le nombre /22 + 42 = \/Re(2)2 + Im(z)2 est noté |z| et appelé
e module du nombre complexe z. On a donc:

. 2 2 _ 2w (zu+tyv)+i(yu — zv)
e 2l w o w2 u? 4 92
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e Passer > e .
du nombre complexe z 3 son conjugué % revient a effectuer
Une symetrie par rapport 3 I'axe des nombres réels:

: | ) <
g RN | &
: | B

| 7
il

M)y A 3
-7 | i m
(~)XY | Bt
S N>
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et

e Exemples:

1 4 + 5% 4. b
—_— = :—+

4—5 (4—5i)(Ad+5) 41 ' '41’

8= - (B0 —4) 15575 T R

T+i  49+1 . 50 “50 10 10"
e Quelques Regles particulierement utiles: \ /
|z122] = |21][22], |21 + 22| < |21] + |22 ;/A%\__
i _01' |
= e w AN <1 <1
(21 + Zz) =21+ 22, Z1Z2= 2123, (;;) HE ‘Z-ZQ

zEeER &= Z=3

1

N
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Cours opti
IV- Coordonnées polaires. Formule de De Moivre.

e Soit z = x + iy un nombre complexe non nul. Soient p>0,0€eR
Y

tels que p = /22 + y2 = |z|, cosf = \/—f_—2, sing = T
+y STy

10
¢ %%/7 hy: (4/09) —3T7]

Z

I

J‘/

;

e p est le module de z;g%ous la contrainte —7 < 0 < 7, le nombre 6

est lui aussi unique et appelé argument du nombre complexe (non

nul) z. Deux nombres complexes non nuls z et 2’ sont égaux si et ssi

|/l = |2| et Arg(2') = Arg(z).
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Exemples:

L A . 3ol .
o Pour z = 3444, on a |z| = 5, tandis que Arg(z) est 'unique réel
0 €] - x; +7| vérifiant cos @ = 3 sinf = 4.

) .

x

® Pour z; = 5+ 5i, on a |z| = 5v/2 et Arg(z) = T.

o Pour zo =1+ V3ietz;=+34+4 0ona |z2] = |z3] = 2 tandis que

Arg(z) = §, Arg(z) = §.
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z =1, z est de la forme cosf + isin 6 pour un

e modulo 27). On écrira

z =cosf +isinf = ¢

&

1 = .y L B nd
— = 4 =
- 2 -,-_‘;/ '2 i: - . 7" o [ i § - = ‘s/ ':;
= 5 + 1—2— £ 2 = COs El 151 g =53 i 5 -
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e Plus généralement, pour z, 2" € C non nuls,

il existe p, p’ > 0
(uniques) et 6,0' € R (

uniques modulo 27) tels que

z = p(cosd +isinf) = pet® = p'(cost +isin@') = pet?
Onauraz=2'ssip=p et = 0’ [mod2n].

e Dans cette notation, les multiplications et divisions se formulent trés
aisément:

o -n/
2y = ppxeweze

o/ pleiO’ ,0’

e Exemples: z; =5+ 51 = 5v2e'%, 25 = 14 +/3i = 25
23 = V3 + i = 2e'F,

160 ;
- pp’ei(0+9/)’ i — pe = Eei(()*e )

Z129 = y #1283 =

z1/72 = 21/ 73 =
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e Formules d’Euler:

Vo € R, cosf = (ew + e_w) , :sing = -2—1— (619 = 8—1.9)

(4

DO | =

e Formule de De Moivre: pour z = ¢, on a

2" = (e")" = (cosf + isin )" = " = cosnf + i sinnd

Scanned by CamScanner



Cours optionnel 54 - Compléments d’Analyse

V- Applications.

e Formules trigonométriques - d'aprés M. De Moivre,

k=0

cosnf = Re(eing) = Re[(cosf + isin 0)"] = Re [Z (Z) (cos Q)k(l sin G)n—k}

sinnf = Im(e™) = Im [(cos @ +isind)"] = I'm I:Z (Z) (cos 0)" (i 51116)””;{\
k=0
Ainsi aura-t-on, par exemple (formules de multiplication angulaire) :

cos 36 :400530—3c039, sin36 = 3sinf — 4sin® @

ou encore

cos 46 = 8cos® @ — 8cos? 9 + 1, sin46 = 800530Sin9—4cost931n9

mais aussi (formules de linéarisation) :

; )
cos’ § = é (34 cosf + 4cos20) , sin* 0 = §(3+COS49—40032())
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o N'importe quelle équation algébrique (polynomiale de degré 2.3, 4 ou
plus!) admet des solutions dans C : on dit que le corps des nombres

complexes (C) est algébriquement clos.
Pour les équations de degré 2.3 ou 4 on dispose de formules de

présentation explicite des solutions.

Cas du degré 2:
étant donnés a, b, c € C avec a # 0, I'équation az® + bz + ¢ = 0 se résoud

explicitement en calculant le discriminant A = b? — 4ac puis en se
donnant ¢ € C tel que §* = A; les solutions sont alors

Lsbo§ b8
T T el T ™

Ex. : les solutions complexes de |'équation quadratique z° —z +1=0"
peuvent &tre explicitées une fois constaté que
A:b2—4ac:1——4=~3:52 pouré:i\/ﬁ,

; A = LY C R _ 14+iv3 _ iE
ce qui nous donne ici : 21 = =5 =€ R
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Cas du degré 3:
par un changement de variable approprié, I'équation cubique
az” 4+ bz + cz+d = 0 (ol a # 0) pourra étre transformée en

Z3 +pZ+q=0

et cette derniére équation admet trois solutions Zy, Z1, Zo données par

Zr =Ux + Vi (k=0,1,2), avec

;2km g | 1 —A _i2km ol 1 —A
U =l T 3 i — 2 3 3 o o £ DRI
T 2(‘”\/27) Vi = e 2<q 27)

pour A = —(4p> + 27¢%).
Ex. : en posant Z = z — 5, on transforme |'équation cubique

62> — 62° + 122 + 7 = 0 en une équation du méme type mais plus
abordable, a savoir : 5473 +90Z + 95 = 0, et ayant pour solutions

- 277 __7_r_ -47'r
3 =

*1 LB 10 . 1—3— o
Z““g(\/ > e e o, ‘/_22 3

ﬁl
|
m’ﬂ
(O%] (nga
A2
%
()
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Polynémes

I- Les espaces R[X] et C[X].

e On appelle polynéme réel toute fonction P: R — R du type

m

PX)=a+aX+...+a,X™ = > aXk,
k=0

ou ag,ar,. .., G, sont des constantes réelles.

Si a,, # 0, on dira en outre que P est de degré m, notation: d’(P) = m.
 On note R[X] I'espace de tous les polyndmes réels. R[X] est un
espace vectoriel sur R: on peut combiner linéairement Jes polyndmes.
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e Bien siir, on peut aussi multiplier deux polynémes: si
Pi(X) =370 anXP, Py(X) =Y by X!, alors P, P, est le polynéme

donné par )
[PLPy)(z) = Pi(z) Py(x) it “"“%,u 3

()
= 3", XP, on a donc WWJ‘M S

Pour P3(X) = [P P3)(X) = Y
d°(Ps) = d°(P,) + d°(Ps), et le coefficient de X” dans P; P, vaut WM b 90y

Vr e R,

f— l/"'/(t CJ’ ﬂ-‘
8 kzzj ik EIIES L s
+Hi=
g oo nebet .

e On appelle aussi valuation du polynéme P = Yo ar X" le plus petl‘z Ay F (O
entier k tel que aj, # 0, en sorte que Val(P, P2) = Val(P,) + Val(Py).

(Par convention: d°(0) = —oc, Val(0) = + 0).
e Enfin, on dira que le pol. P; divise le pol. P et 'on écrira P 1| Po s'il

existe un pol. () pour lequel Py = Py() .
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4 Vo 3‘ ‘ ‘

e Quelques exemples:
1. Pi(X) = (X —1) divise P(X) = (X2 1), car

Py X) = (Xf = 1) = (X =1)(x £ 1)= P (X)Q(X)
pour Q(X) =X +1.
2. Pi(X) = (X® + X +1) divise Py(X) = (X? - 1), car
PX)=(X°-1)=(X-1)(X2+ X +1)
3. Par contre P;(X) = (X? 42X + 1) ne divise pas
Po(X) = (X* +1), car Pi(—1) = 0 tandis que Py(—1) # 0.

4. Py(X) = (5X%*+5X +5) divise P,(X) = (X2 + X +1), cest
plutt trivial (Po(X) = £ - Pi(X));
par contre (X + 1) ne risque pas de diviser (X2 + X + 1), puisque
(X +1)|x=—1 = 0 tandis que (X?+ X +1)|x=_1 #0.

00 s B C il
12 Yy l4 Z’Z} =t & (2] 20O =5 @,,,{/9%/
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e Remarques et définitions supplémentaires:
1. On appellera racine ou zéro du polynéme P € R[X] tout nombre
r € R tel que P(r) = 0.
2. Nous avons constaté que pour deux pol. P;, P, € R[X], on a

(P1(X)|P2(X)) = (Racines(P;) C Racines(Ps))

Attention, la réciproque n’est pas exacte! On peut avoir
Racines(P;) C Racines(Py) sans pour autant que P;|Ps.

3. Nous avons aussi constaté que si d°(P;) = 0 alors P;|P,, de méme
que si P; est un multiple constant (non nul) de Ps.
Si le polyndme non constant P, n'a pas d'autre diviseur que ces
diviseurs triviaux, on dira que Ps est irréductible, sinon il est

réductible.
C’est I’exact analogue de la notion de nombre premier dans Z!

Scanned by CamScanner



F Cours optionnel S4 - Compl. d'Analyse ——— it i ot ST W e i

° Si P(X) = v 1 ar X" est de degré m, on appellera coefficient
dominant de P le coefficient a,,, noté aussi Dom(P). Lorsque
Dom(P) =1, on dira que P est un polyndme unitaire.

P )="DFLKY - X @*m’&/m
e Théoréme
o Soit P(X) = 3.1, ar X" un polyndme réel non constant. Alors:

RS K

(P est irréductible) < (d° = 1 d° =2et Racz%ws( ) =1))

& 0\)\ ’r ~ AL,
o Un polynéme non constant quelconque P XS"E R | se décompose
de maniere unique (3 I'ordre prés des facteurs) sous la forme

P(X)=A-Py(X)"By(X)" ... Po(X)"",

oll A est une constante non nulle et ol les pol.
Py (X).P2(X),...P,(X) sont irréductibles et unitaires.
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e Exemples et Remarques: FA (X) i Q\Oq @1Q<\ RN \
! : } o
K

S P/(llP'E . égﬁg_ 6
MR QR CRIN A

(3X3-3)=3(X* - 1) =3(X - )X+ X+1)  Jpn R (f,)
(X4+1) = (X2 —V2X + 1)(X?+V2X +1), |
(X4 +3X3+2X +1) = (X + 1)} (X2 43X +1).

De méme que le Théoreme Fondamental de I’Arithmétique
( “Tout nombre entier n > 2 se décompose comme produit de

puissances de premiers, de maniére unique a l'ordre pres des
facteurs”) permet de définir les notions de PGCD et de PPCM dans

7. le Thm précédent permet de définir les notions de PGCD
et de PPCM dans R[X]!

Ex.: pour Py(X) =X —1let P,(X) = X3 —1 on obtient
PGCD(Py; B) = (X-1), PPCM(Py; P) = (X2—1)(X%+X +1)
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:?‘*)

\

~. .

VA

C

e <]

e On appelle polynéme complexe toute fonction P : C — C telle que

™m
Vz eC, Plek=ay Ta124 ...+ @, z™ = Zakzk,
don lagf Vo Mo it ™ Acnts et

ol ag,ay,...,q,, sont des constantes complexes.

L'espace de tous les polynémes complexes est noté ClX].

Les notions de degré et de valuation, de coeff. dominant, de division, de
polyndme irréductible sont définies dans C[X] comme dans R[X].

Par ex.: le pol. non constant P ¢ C[X] sera dit irréductible si ses seuls

diviseurs dans C[X] sont les constants non nuls et |es multiples de P par
un constant non nul.

e On a I'inclusion naturelle R[X] C C[X]: si
P(X) = 7iL, arX"* € R[X], P peut &tre étendu ay domaine complexe:

m
v2€C, Pl)=amtazt .. +an™ =3 gt
k=1

Scanned by CamScanner



Cours optionnel 54 - Compl. d’Analyse o NSNSk W RN T St -nw,

e Si P est un pol. a coefficients réels, P peut donc aussi &tre considéré ‘
comme un pol. complexe! Il faut donc faire attention a ne pas laisser
d’ambiguité dans notre facon de parler. Par exemple: (X2 + 1) est
irréductible dans R[X] et ne I'est pas dans C[X]. Il convient donc de
preciser si I'on se place dans R[X] ou dans C[X]!

» Théoreme Fondamental de I'Algebre:

Dans C[X], les seuls polyndmes irréductibles sont ceux de degré 1.

e Formulation équivalente de ce Théoréme: un polyndme complexe non
constant admet au moins une racine (dans C).

e Conséquence:

Un pol. non constant P € C[X] se factorise de maniere unique (a I'ordre

prés des facteurs) sous la forme
P(X) = A- P (X)" Po(X)™ ... Py(X)*™,

ot A € T\ {0} et ot les pol. P1(X), P(X),...P,(X) sont unitaires et
de degré 1.

Scanned by CamScanner



Cours optionnel S4 - Compl. d'Analyse

l1- Division euclidienne dans K[X]

Tout comme dans Z, on a une notion de division euclidienne dans K[X]

(K =R ou C), oli la notion de valeur absolue d'un nombre entier est
remplacée par celle de degré d'un polynéme.

e Théoreme:

Etant donnés deux polyndmes P, P, € K[X]| avec P, # 0, il y a un
unique couple (Q; R) de polynémes satisfaisant les conditions

P (X) =Q(X)(X) + R(X)
d°(R) < d°(P,)

@ est appelé quotient de la division (euclidienne) de P; par P,, et R est
le reste de cette division.
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e Exemple de division euclidienne:

1. Pour Pi(X) = uX5+X4—6X2+5X-1 et
FRliX ) == 2X8- Xea i en obtient

)/JA'X —6X7+_w< A 2)(3 Yo dl
-X- 204 27 B, A2
“—*/3 “{E‘X v oxd] € 4
(X *. A X"+ A X)
":é)\/ “sz/\ %%X*/{ QO{X
I 2ae) e
K 2 A ,/;}_:— ey )2 ( X' «)’*Z\QLX);;V?
+ (:}xuw . ’4)

o
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* Algorithme d’Euclide dans K[X] '
Tout comme dans le cas des entiers, on pourra calculer rapidement le

PGCD de deux polynsmes Py et P, en effectuant la div. euclidienne de
Py par P, puis celle de Py par Ry (reste de la div. de P, par P»), puis
celle de Ry par Rs... jusqu’a tomber sur un reste non nul Ry! Puisque

on a bien au final: PGCD(P;; P,) = Ry .

e Exemples de calculs euclidiens de PGCD:

© En reprenant I'exemple ol P;(X) = 3X5 4+ X4 —6X24+5X — 1 et
Py(X) =2X3— X +1, on aboutit 3

lci PGC'D(Py; P2) = 1. On dit que P; et P, sont premiers entre eux.
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o Dans le cas de P1(X) = X% — 1 et Po(X) = X3 — 1, on obtient

Ces deux pol. ne sont donc pas premiers entre eux.
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11}~ Dérivation dans X[ X, formule de Taylor

o Rappelons que le polyndéme dérivé de P(X) = 3., apx X* est
Xy R Xt

e Par construction: d°(P’) = d°(P) — 1, P’ est impair si P est pair, pair
si P est impair.

e La dérivation définit une application linéaire sur K[X], avec en outre
les regles suivantes:

PQ) = P'Q+PQ. [PQX))] = P(Q(X)) x Q'(X)

(régle du produit et régle de la composition).
e Remarquons que si I'on se place en g = 0, les coefficients
g, 0y, ..., 0, du pol. P peuvent étre retrouvés par dérivations

SUCCESSIVES: , |
RN ik ey Sin i ety 1 s 1
ag = P(0),ay = P'(0),a2 = §P () oy = EP( )(0), P et QP(T’”(O)
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e Cette derniére remarque se généralise en une magnifique formule dans
le cas ol 2y € K est quelconquel! '

Formule de Taylor en xo:
Si P(X) = (3, ay X*) € K[X] est un pol. de d° m alors pour tout
2o € K on a l'identité

™ P (e
px) =3 P00 o

|
k]
e On dira donc que zo € K est racine d’ordre k du pol. P si

(X —z0)* | Pet (X —zo)Ft1 4 P

ou encore si

P(zo) = P'(zo) = ... = P* D (z0) = 0 et P®)(g) £
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e Exemples:

o (X¥—1)= (X%~ 1)(X? + 1), donc les seules racines réelles de

(X* —1) sont —1 et 1, qui sont simples. Les racines complexes —i et ¢
de (X* — 1) sont simples elles aussi.

o (X°—2X3 4+ X)=X(X?2-1)2=X(X —1)%(X +1)? donc 0 est
racine simple de (X° — 2X3 + X)), tandis que —1 et 1 en sont racines
doubles. Développement de Taylor de (X° —2X? + X) en xg = 1:

puisque ...
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Développements Limités

Dans tout ce chapitre, f : I — R est une fonction définie sur un
intervalle I C R.

I- Rappels sur la Dérivation.

o f: 1 — R est dite continue en zg € I si pour toute suite (U, )nen a
termes dans I et convergeant vers zg, la suite (f(un))),en €St encore
convergente et de limite f(zp). En notation mathématique:

V(tn)n>o0 € IV, (Un — 56'0) = (f(un) S f(ﬂio))

n—roo

o [ est dite continue sur I si elle est continue en chaque zg € I
- (Notation: f € C°(1)).
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o f: 1 — R est dite dérivable en zq € I si pour toute suite (uy )nen 2

termes dans [ \ {z(} et convergeant vers g, la suite (ﬂujj:iémo))neﬁ

est encore convergente, avec une limite f/(zg) ne dépendant pas du

choix de la suite (uy,)nen. De maniere équivalente:

Y(hn)nso € (R (hn e O) o (f(a:o +h]:3 S pEs) e f/($0)>

n—oo

Cette limite f'(xo) est appelée nombre dérivé de f en zg, c’est la pente
de la tangente au graphe de f passant par (z¢; f(x0)).
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e f: 1 — R est dite dérivable sur I si f est dérivable en chaque

zg € I. La fonction dérivée f’ de f est alors définie sur 1.

Si la fonction dérivée f’ : I — R est elle-méme continue sur I, on dira
que f est contindment dérivable sur I, notation: f € C*(I) .

e Plus généralement, si les dérivées successives f, £/, f”,..., f™ sont
bien définies sur I et si f(™ : ] — R est elle-méme continue, on dira
que [ est de classe C™ sur I, notation: f € C(™(I) .

e Enfin si f est indéfiniment dérivable sur I , on dira que f est de classe
@€°%:gur I, notation: f € C(I) -

De toute évidence:

U S EHTY S D s, DD SICET I

c=(I) = () ™)

n>0
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e Exemples:

»

1. Les fonctions usuelles exp, Ch, Sh, cos, sin sont de classe C* sur R,

avec
i ) 1.7 g / % st %
exp’ = exp, Ch’ = Sh, Sh’ = Ch, cos’ = — sin, sin’ = cos

2. x+—— y/x est de classe C* sur ]0; +o0[, par contre en 0 elle n’est
pas méme dérivable.
3. z — |z] est dans C°(R) \C}(R) , et z — |z|® dans C2(R) \ C3(R).
4. x +—— tan(z) est de classe C* sur | — 5; [, la fonction réciproque
arctan : R —] — Z; 7| est de classe C* sur R, avec
1 o 1 1
tan’(arctan(z)) 1+ tan?(arctan(z)) =~ 1+ 22

Vz € R, arctan’(z) =
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RIS QTN 5% < onpi. o éiﬂ-ﬁé&%‘e
5 2 BEYS

e Rappel: quelques regles de calcul

» Rappel: le Thm des Accroissements Finis
Si f:laib] — R est continue sur [a;b] et dérivable sur la; b], alors

e E}(I«Q 1){. f(bl)) ; i(u) — )”(()

e Deux applications du Thm des AF:

;

(feC'(I)et f/ > 0surl) == (f croissante sur /)

(/ € CL’(/) et '/"’ > () sur 1) S (/ convexe sur [)

\ 7
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- Formules de Taylor 2 I'ordre 1.
e Fonctions négligeables: Etant données deux fonctions f,g: 7 — R

et wp € I, on dira que g(x) est négligeable devant f(z) pour z ~ 29 et

r)
l'on écrira g(z) = 0,, (f(z)) ou 9(z) = o{f(z))si
9(z) = f(x)e(z) avec e(z) — 0
r—To
e Exemples célébres: pour o,B3,v,0 >0, on a

|In |z]|* = op(|z|77), 27 = 0400 (e%®); i

e Autre exemple important: affirmer que f : I — R est dérivable en
xy avec f’(xg) = lo revient a écrire

f(z) — f(zo0) — lo(x — o) = 0z, (| ~ z0})

ou encore

f(w) = f(z0) + F'(x0) X (z — o) + o{|z — o))
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e Formule de Taylor a l'ordre n en x:
Si f est de classe C"*! sur I et zg € I, on a

"y, £(n) :
F(@) = Flan)+F (o) e—o0)+ LD (ama)? .. 412 (o) o faol”)

Plus précisément, pour tout © > zg:

dar i . L (B) (p : (n+1) (¢
3¢ €lzo; x|, f(g;)—zf_ki'a_’o_)(x_ k _ Jt(n+1()')
k=0 : ;

¢ Exemples célébres: pour z ~ 0, on a

et
M

. 3 n
] P S Bt s s Fe(r)

2. — =1—z+z2—z3+2* — ...+ (=1)"z" + o(z")

w
=3
[y

|
Lg
I
8
|
w[“
3
wIH
|
o
o
’—-—l
N
S
+
pod
3%
g
Q
—~~
=
3
S’

(1 1 a\O | i1 )00 —1)...(a—n+: :
4. {142 =1+and a(uz g2 e oerl) nSa A2 l>:[7” e o(;[:“)
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e Pour f est de classe C"7 " sur [ et zy € 1,

-

est appelé Polynéme de Taylor de f a I'ordre n en .

On dit que P, fournit un Développement Limité de f 3 I'ordre n en z:.
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Il- Pratique du Calcul de Développements Limités

Etant donnée f : I — R de classe C"*! et xo € I, remarquons que le
polyndme de Taylor P, vérifie:

o doUPy)<n

2. Si f est paire et si g = 0, alors P,(X) est pair.

3. Si f est impaire et si zp = 0, alors P, (X) est impair.
Exemples: pour x ~ xg

P cosa’;:1—%3+%+0(334)=1—%2—+%+0(x5)

2 sin:z:::c—@3—?+3§T—+0($5):$—§—?+%§+0(m6)

3. Che =1+ Z + Z +o(z*) =1+ & + - + o(z)

g 3 .
4. Shr=gz+% + 5 +0(2%) =2+ & + & + o(x)
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e Regles essentielles: : GW\ QL \ M

1. Somme: P, {f + g} = P, {f} + P. {g}

2. Produit: P, {fg} s'obtient en tronquant P, {f}-P,{g} al ordre ns ‘L&J
Quotient: a supposer que v = Val (P, {g}) < Val (P, {f}) o CPARLA
P, {f/g} s'obtient en effectuant la division suivant les puissances afgu/J\ﬁZ7

croissantes de P, {f} par P,-, {g} a l'ordre n.

Composée: 2 supposer que g admette un Développement Limité 3
Vordre n en yy = f(zy), celui de go f en zq s'obtient en tronquant

Cours optionnel S4 - Compl. d'Analyse ———

(8]

£

(D ‘(?j’ o P, {f}/ a l'ordre n.
Dérivée: si P, {f} fournit un D.L. pour f a l'ordre n en z, alors

P, {f} fournit un D.L. pour f" a I'ordre (n — 1) en .

Primitive: si F est une primitive de f sur I, alors P, ., {F} est la
primitive de P, {f} prenant la valeur F(z4) en zy.

LI

oh
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e Exemples:
E.Z' o €—.l
1. Lidentité Chx = ——— Permet de retrouver rapidement le D.L.
2 -4 2n
HE T T
Chz=14+—+—+4+... + 4 el
2 4l (2n)! ( )

AR L

partir du D.L. en 0 de la fonction exponentielle.

el _ p—ix

2. De méme, l'identité sinxz = TR permet de retrouver
?
BT Ay e Daam gl 2n+2
sinz =z — 5 + % — ... + (=1)" Gogmy +0o(z*"7)

3. D.L.de z — sinzIn(1 + z) a l'ordre 4 en 0:

sinzn(l+z) = +o(z*)
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4. D.L. de z — In(cos ) a I'ordre 5 en 0

In(cosz) = +o(x°)

5. D.L. de tan a I'ordre 4 en 0: 2 méthodes envisageables!

tang = +o(z*)

et L
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14

V- ﬁpgshcatzem des Developpements Limités
» imaginons que f.¢: I — R sont telles que

lim f(x) = lim g(z) =0

T—a0

T n'est pas garantie (on a une forme

mettent les D.L. P, {f} et P, {g} a l'ordre n en

Toutefois: si f et g ad

zg et si Val({P, {g}) < Val(P, {f}), alors cette limite existe et le
.;
} 4

/g au voisinage de zg peut méme étre analysé

jusgu'a l'ordre n.
Exemples célébrissimes au voisinage de zg = 0:

£ = 1, plus précisément

sinzx

xr
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; l=eosx w71 £t
2. lim ==22% = = plus précisément

0

1 —coszx

52

st BAR pel o s ey
3 }131(1) m(1iz) — 1. Plus précisément

tanx &
In(1+x)
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¢ mr I W T T T

e Imaginonsque f: ] — R soit telle que f(0) = 0, F1(0) = 1 &t

Vo € R, f(z) = —sin(f(z))

On ne connait pas f exactement, mais on voudrait comprendre son
comportement au voisinage de 2y = 0.

~+ Possibilité: on considére un D.L. de f 3 I'ordre n en 0:

f(z) = ao+aiz+...4+apz™ + o(z")
= sFple)yHola™)

puis on applique la régle de composition afin de déterminer les valeurs de
as,as, . ..,an (on sait déja que ag =0 et a; = 1).
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Equations Différentielles

I- Définitions élémentaires.

o On appelle Equation Différentielle Ordinaire (EDO) toute équation
(1) du type
(E): ) = sy (00" (05 u" ()
ol l'inconnue est une fonction suffisamment réguliere y @ [ —— R
(y e C"(! )) et ott 72D - R est une fonction de (n -+ 1) variables

(F est définie sur un domaine D ¢ R™! [).
L'entier n est appelé ordre de I'EDO considérée.
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e L'EDO (/) sera dite linéaire lorsque I dépend linéairement de

v,y .,y non-linéaire sinon.

e (/7) sera dite autonome si la fonction F' ne dépend pas de la variable ¢.
e (/J) sera dite homogéne si Y = () est sol. de (/7), inhomogene sinon.

(o d/WU(v&QM\( /JMMLL

e Exemples:

1. L'Equation du Pendule
y'(t) = —w? sin(y(t))
est non-linéaire, autonome, d'ordre 2, homogene.
2. L'Equation logistique

y'(t) = y(t) (a — by(t))

est non-linéaire, autonome, d'ordre 1, homogene.
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| : .
Sived e b

/7\ S
ety

e Exemples (suite):

3. L'Equation
ty' (¢) +y(t) = cost
est linéaire d’ordre 1 et inhomogene.

4. L'Equation (satisfaite par I'intensité dans un circuit RLC)

i}
Ly"(¢) + Ry (t) + a—y(t) = K coswt
est linéaire d'ordre 2 et inhomogéne, 3 coefficients constants.

5. L'Equation
ty" () +2y'(t) — ty(t) = 0

est linéaire d'ordre 2 et homogene, a coefficients non constants.
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o Propriétés importantes des EDO linéaires:
On considere une EDO linéaire (E) donnée par

(@) = a1 (Y™ V) + an2 @)y "D () + ..+ ao®)y(E) + FE),

les fonctions f,ag,...,an_1 : I — R étant définies et continues sur

I'intervalle ouvert I.
L' Equation homogeéne associée 3 (E) est alors I'Eq. (E) donnée par

Yy (t) = a1 (YD) + a2y () + .+ ac(By(?),
et les solutions de (F) et (Eg) vérifient

1. Existence d’une solution:
L'Equation (E) admet au moins une solution yp € C™(I).

2. Principe de superposition:
si yp € C"(I) est solution de (E) et si yp est solution de I'équation

~ homoggne associée (Ey), alors (yp + yp) est solution de (E).
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3. Solutions de (Ew): ‘ >
I'espace Sy de toutes les solutions de (Ey) est un sous-espace
vectoriel de C"(I) de dimension n. Etant donnés ¢y € I et

B=(e,es..... e, ) base de R", il existe des solutions
Y1 Y2e e -+ Yn : I — R de (Ey) satisfaisant respectivement
y1(to) Yk (to) Yn(to)
yi(to) Yx (to) Yn(to) 3
—€1,..., :EkF...} :en,
»" " (to) u " (to) yi" " (to)
et ces solutions constituent une base (y1,¥s,...,y,) de Sg.

~ Exemple dans le cas du circuit RLC :
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ll- Cas des EDQ linéaires d’ordre 1.
Rappelons qu’une telle EDO se présente sous la forme

(B): y'() = a()y(t) + f(t)

et que I'équation homogene associée s'écrit

(Em) : y'(t) = a(t)y(t)

(Les fonctions a et f sont définies et continues sur I'intervalle ouvert T).
A supposer qu'une solution y € C(I) ne s’annule pas sur I, on aura

v _,
g 40 \
c'est 3 dire ‘ /4\_ i C{i‘l:\
S (ly()) = a(t), = [9“ (19(1)] =al,
puis
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; pour une certaine constante K # 0, A désignant une primitive de a.
Réciproquement, étant donné K € R arbitraire, la fonction

y(t) = Ke'[‘fto GUE)dE - JogME)
est bien de classe C! sur I'intervalle I et solution de (Ep). En fait:

Sy = {yK Lt — Keftfo a(s)ds; K € ]R}

Remarquons que pour tout K € R, yx est /a solution de (Ew)

satisfaisant la condition y(tp) = K.
Pour trouver une solution particuliére ypqr¢. de I'équation inhomogene
(), il reste a appliquer la méthode de la Variation de la Constante: si

y(t) = k(t)eA™ = k(t)yi(t) est solution, on a

y (1) = k' (t)y: (8)+k()y) (1) = K @)y (6)+k(E)a()yi (8) = alt)y(t)+f (1)
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puis

¥ = T — rpea®

t
:ypm.(t) — {/ f(u)e_A(“)du} 6A(it)
to

définit une solution particuliere de (F), et I'ensemble de toutes les
solutions de (F) s'obtient en ajoutant a cette solution particuliére

n'importe quelle solution yx de (Eg):

Ainsi:

t
iy = {K + f(u)e“A(“)du} et

to

Scanned by CamScanner



Lo’

Cours optionnel 54 - Compl. d’Analyse

e Exemples:

Foru iyt bl (PO

)= _a, 7' e 9{145% (5 e oSt B

(,_/,—_—7}0' é)l: E — D2 4¢) g TR
9 EPARCE L QRS CRIE NTEES
2 t3y’(z‘.)—t2y(t5=1 ~ e R AL

3. ty'(t) + y(t) = cost
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I11- EDO linéaires a coeff. constants.
On considere maintenant (E£) donnée par

(E): any™ (t) + a1y V@) + ...+ a1y () + aoy(t) = £t),

(o ag,a1,...,an ER, an #0, f € CY(I)) ainsi que |'équation
homogene associée

(Bg):  any™ () + an_1y™ V@) + ...+ a1y (t) + aoy(t) = 0

Rappelons que I'ensemble Sy des solutions de (Ep) constitue un espace
vectoriel de dimension n (ordre de I'équation).
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~~ Ansatz pour la résolution de (Er ): essayons de trouver une solution
y de la forme y(t) = e, Puisque

y' (1) = My(),y" (1) = Ny(t), ...,y ™ () = A"y (2)
et que y ne s'annule pas, on obtient
B AT ool g NTh L g e ag =0;
soit xz(A) = 0, si I'on introduit le polynéme caractéristique
KB =, X7 F g g BTt g B e

de I'équation (£).
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i
|
1
|
{
|
i

~ Réciproquement: si A € R est racine d’ordre k£ de y g, cad
(X =N [ xe(X), (X-NM)"""{xe(X),

alors on vérifie que

yrno st —=eMoyng tt—teM L yapor tt e BTN
constituent & solutions linéairement indépendantes de (Eg)!

Question: qu'en est-il si A = a + iw est une racine complexe du

polyndme caractéristique g (avec w # 0)7
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Yno it — M = eatéiwt = e* (coswt + isinwt)
est une fonction a valeurs complexes satisfaisant
any™ (t) + A1y @) + .. 4 @y (t) + aoy(t) =0
de méme que |
k=1 Xt

Yoz L lt— te’\t,y,\;g o 7 tze)‘t, TN, /N et e

si A\ est racine d’ordre k du polynéme caractéristique Xr.

En combinant ces solutions avec leurs conjuguées complexes, on pourra
obtenir en tout 2k solutions a valeurs réelles et linéairement
indépendantes sur R, a savoir

t —s e coswt, t — e coswt, ..., t+— th—1ai cos wt,
ainsi que

¢ . f ot D — Y .
t — eXginwt, t — te* sinwt, ..., t —— tF =1 sin wt.

1
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Cas des EDO linéaires a coeff. constants d'ordre 2:

(E) se présente alors sous la forme

ay” + by +cy =1,
ol a, b, ¢ sont des constantes réelles (a # 0) et f € C(I). Le pol.
caractéristique associé est donné par

ve(X)=aX?+bX +c

et I'on distinguera trois cas de figure:
1. Si Ap = (b —dac) > 0: xg a deux racines réelles distinctes Ay, Ao,

donc
t — 61'\"' et t —— (~2"\'~"{

fournissent deux solutions linéairement indépendantes de (En).
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2. Si Ap = (b* - dac) = 0: xg a une seule racine réelle A qui est

double,

o et t —s e

t— e
fournissent deux solutions linéairement indépendantes de (£rr)-
3. Si Ap = (b? —4ac) < 0: yg a deux racines complexes conjuguées
A = a+iw,ds = A\; = a — iw, donc

t —s e coswt et t = e gin wt

fournissent deux solutions linéairement indépendantes de (E'y ).

Ensuite: pour résoudre |'équation inhomogene (£) (avec second membre
f € C(I)), on cherchera une solution particuliere yp,:., a laquelle
n'importe quelle solution y de (E'm) pourra étre ajoutée!
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Exemple de l'intensité dans un circuit RLC
Dans un tel circuit, I'intensité I = y(t) satisfait

1
Ly (t) + Ry’ (t) + Ey(t) = f(t)

pour une certaine fonction ¢ — f(t), dérivée de la tension appliquée aux

bornes du circuit. L'équation homogeéne associée est
' 1
(Br)  Ly'(t) + Ry'(t) + zy(t) =0,
et trois cas sont a distinguer, selon que

e R>2,/%, ou

(les constantes R, L et C sont > ().
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Séries Numériques

I- Généralités.

Soit (1, ),,>0 une suite a termes dans KK = R ou encore dans K = C.
On dira que la série > u,, converge si la suite des sommes partielles
(Sn)n=0 donnée par

N
VNeN, Sy= _S_ Un
n=»0
définit une suite convergente dans K.
Si tel est le cas, la limite V = lim Sy sera appelée valeur de la série

N 00
étudiée, et on pourra écrire :

{ o0

el
_}_ Uy 2=V
r==()
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e On dira d'une suite (v,),>0 3 valeurs dans K qu’elle satisfait la
propriété de Cauchy si

Ve >0, dng € N, Vn,p € N, n > ng = |Untp — Vnl| <€

e || est relativement évident que :

toute suite convergente dans K satisfait la propriété de Cauchy.

e Un Thm Fondamental en Analyse :

le corps de nombres K = R est complet, au sens oll toute suite de
Cauchy sur R converge dans R.

Il en va de méme pour le corps C des nombres complexes.

e N.B. : en revanche, on se gardera bien de croire que Q constitue un
corps de nombre complet !

Ex. : méthode d’Héron d’Alexandrie la suite (2, )n>0 t.q. zo =1 et

T+ =2 s 5
Faip) = e ast de Cauchy, 3 termes rationnels, et cependant elle ne

converge pas dans Q ...
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Deux conséquences de ce Thm Fondamental de complétude :

1°) Pour que la série numérique > u,, converge, il faut que un "—::;C
Attention cependant, on se gardera bien de croire que la réciproque de
cette derniére proposition est vraie :

il y a bien entendu des suites (u,,) convergentes de limite nulle pour
lesquelles la série Y u,, s'avere étre divergente !

Ex. : la série harmonique }_ -, % s'avere divergente, car la suite de

sommes partielles (Sy)xy>1 donnée par

AN
VNeN, Sy=) =

n=1

ne risque pas d'étre de Cauchy ! On constate en effet que

/ 1
: ‘f“-/i“L 4— VN >1, |Sen—Sn|2<
3 o7 2

i(’ + LT s t—
4 7 Ny M Al )
& , \/';V\—«’) )
. A KM
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30 2 e £ ALY X 5
2°) La convergence de la série 3 termes positifs _ |u,| entraine celle de
>y, - on dira alors de la série > u, qu'elle est

absolument convergente.

En effet, I'inégalité triangulaire (dans B ou dans C) permet d'écrire

N4p MNtp
YN e M, VpelN, ‘;6’/-,/,1;_7, — SN{ —— E E Uyl < g é’Un
n=N+1 n=N-+1

et |'hypothése de convergence _ |u,| < +oc permet alors d’affirmer que

la suite des sommes partielles (Sy )y est de Cauchy !
La convergence de Y u, résulte alors d'une application du Thm

Fondamental 3 (Sy)n>0. A
e
/{ (.’ Vg’
0, e R
(J/V} = ;4 ‘ J:—-—'*“"-‘\ C
; : ( £ N e
(I_//V1 gy S = ‘1—03
Ve e + ( ) i J
U A S %
sl > a = T . > s
8/ P %:“ A N-—=> o ,}
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li- Convergence des séries réelles.

Comparaisons séries-intégrales :

Pour f : R, — R, fonction décroissante de limite nulle, posons
u, = f(n). La suite (u,) est convergente de limite nulle, mais la
question de la convergence de 3", u, demeure a priori ouverte. Une

chose est siire : lim fOT f(t)dt existe dans [0;4-00] !
T—+co

SiL= lim fOT f(t)dt est < +o0, on dira que I'intégrale généralisée
T—+occ

f;x f(t)dt converge et vaut L, sinon cette intégrale de fonction
positive diverge et |'on pourra écrire : f0+°° f(t)dt = +oo pour expliciter

cette divergence.
Tout aussi certainement, on doit avoir pour chaque entier n > 0, d’'apres

la monotonie de f :

n+1
Upt1 S / f(t)dt < Un
n
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Il résulte de ce dernier encadrement que

+cc
la série & terme positifs Zun converge si et ssi / f(t)dt < 400
Jo

T

Exemples célébrissimes d’applications :
17) La série de Riemann 5" "> L converge si et ssi

n=1 n«

a>1.

~ ;o -+00 1 . .
2°) La série de Bertrand ), =iy converge si et ssi

a>lou(a=1letf>1)
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. - : s i
Le critere des séries alternées permet d'établir la convergence de

o : : >y //\)”j
séries dont les termes changent de signe. Z L
i ~ .4 = - . ;/ . 4 P
Cntere des séries alternées : Soit (z,,),>0 une suite réelle > 0. \ 2% (
e
Si {(Zn)n>0 est monotone décroissante de limite 0, la série Y u, de :‘)”“~(~/\) i
i
terme général u, = (—1)"z,, est convergente. En outre, dans ces ; /‘ /i
.. s ~ r'4 ' e o Pt
conditions la valeur V.= 3" -, u, pourra aisément étre encadrée, au |
sens ol : ) ~ Lm >0
2n+1

. | \ CO’\L/QJQ*
ik ’ Uk<V<k_Ou‘ =3 e«/v\,\ K7 SN =l \/‘2119

f m~—>+¢>’ /g tQ

7 AT Bdyer )ﬂoV‘
nous avons déja vu que la série harmonique diverge. L/;?i_-—&m =

YT
En revanche, sa cousine la série harmonique alternée > n>1 (= 1) ‘[ﬂlojguww}m\’&?ﬂ;
s'avére étre convergente, et ce d’ apres le critére des séries alternees / A l:riwm-gw\jc
+oo (= 1)“+ 2
A a 107= pres, il est certain qu'un/
n+
calcul de V = 2100 (—% fera I'affaire |

1

Exemple célébrissime d’appllcatlon -

Et pour évaluer V = [ =2 mem.
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l1I- Criteres classiques de convergence absolue.
Dans ce paragraphe, on utilisera essentiellement deux suites

(@n)n>0, (bn)n>0 a termes > 0.
Notations :

On conviendra d'écrire

s'il existe une constante K > 0 et un rang ng tels que
Vi > g, G & Kb,
S'il existe deux constantes £ > 0, K > 0 et un rang ng pour lesquels
Vn > ng, kb < an < Kby

on conviendra d'écrire (a,) ~ (b,) et on dira de ces deux suites qu'elles

sont équivalentes.
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Critéres de domination :
On suppose que les suites & termes positifs (ayn)n>0, (bn)n>0 sont telles
que

(an) < (bn) -

Alors :
la convergence de Y b,, entraine celle de > _n @n, tandis que la
divergence de Y a, entraine celle de h

Critére d’équivalence :
On suppose que les suites & termes positifs (@n)n>0, (bn)n>o sont telles

que
(an) ~ (bn) -

Alors :
> ... G converge si et ssi > ., b converge !
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Cours optionnel 54 - Compl. d'Analyse -

Cas particulier important :
Si les suites (an)n>0, (bn)n>0 sont 3 termes strictement positifs, et si

Qn
N

existe, alors :

1. Dans le cas obt L =0, la convergence de > b, entraine celle de

Lan Qn.
2. Dans le cas ol L €]0; +oc[, les deux séries . a, et > b, sont
- e 21 forcément de méme nature (soit toutes deux convergentes, soit
a3 £
Wy, - toutes deux divergentes).
U Ex. : on sait que la série de Riemann }_ - converge, ainsi est-on en
n>1

droit d'affirmer que la série de terme général u, = (—1)" Sin(;%z-) est

absolument convergente = / 7 Vﬂ S LA~ ;‘fl LoV ZLQSQ,
w \

’"‘b«:b gt © D ~/ N 2 4 21
;, p /f/ * _/J\-—s‘/(./ J ?&(a) 0_,.,\ b
Oonf = i 2, = 5 o =k R R e
P "‘ Pt “, . : \_ A "’, § cetn, L T !f <y U M
‘\d;..a-i'm-“""-ﬂn N _«'{ 5\ /“y ,rfn-—'\ 2 j); » /1 CL‘\}/‘\ L L}C’z\ ,}-m‘ % % PF 52
i BRER o B LonVet il
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Applicati S ;
ppl.lcatlon des critéres de COomparaison : quelques résultats
classiques de convergence

1. Pour 2 E(C\{l}, on 3

n—1

. wh
V21, 142422 4., 4 g1 =Zz’“= I ,
=2
k=0
or, si [z| < 1, on aura aussi L=2" L Ajnsi:
% notoo 12
S 1
V2zeC, |z]<]1 = sz converge et Zz" S
— 2z

k20 k=0

- : |2]™
2 Etant. c.lonne 2 E C tel qu,e lz] < 1, on constate que (Eo) 5 (|27]).
En utilisant le résultat précédent, on est en mesure d'affirmer que la
; e (~1)1L+1371
serie anl ———— est absolument convergente pour tout z t.q.

2l <1
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3. De méme, en supposant toujours que z € C est tel que |z] < 1, on
constate que () < (|z"]), et le résultat de convergence de la

série géométrique permet d'affirmer que la série e ;;;T est
absolument convergente pour tout z t.q. |z| < 1.

Critere de d'Alembert :
Soit (a, ),>0 une suite a termes strictement positifs, telle que

. A1
L= lim =& y
n—+oc Ap e« AQpn - —
M
existe. Alors : i S e e
£ : Sy i /.(\‘
1. Si0 < L <1, la série ), a, converge. A M
2. Si L > 1, la série ) a, diverge. 1
5 - , . & 1‘71 e Y o
3. Dans le cas ou L = 1, tout peut arriver ... ¥'M /;*{
i
L
Qan A e O
S o 4 'L
A 'Y \
O o \( Xg
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Cours optionnel 54 - Compl. d’Analyse

Application du critére de d’Alembert : définition de la fonction

exponentielle dans le plan complexe 2
Pour z € T\ {0}, intéressons-nous 3 la convergence de PR

.

T

Manifestement :
Zn*f—l "
vy S P N I

=0

zn -
i._;L_, 7 n—oc

Ainsi est-on en droit d'affirmer que la série ) _ - %7 est absolument
convergente pour tout nombre complexe z, ce qui fournit en fait une
définition de la fonction exponentielle dans tout le plan complexe :
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Critere de Cauchy :
Soit (@, )n>0 une suite 3 termes strictement positifs, telle que

- y . -l
L= Bm. e, = Bm g 0o
n—-+0oo n—-+oo

existe. Alors :
1. Si0 < L <1, la série )__ a, converge.
2. Si L>1,lasérie ) ay, diverge.
3. Dans le cas ou L = 1, tout peut arriver ...

(Les mémes conclusions pourront en fait étre tirées en utilisant plutot

L = limsupy/a, = lim {supk{/a,k} ;

n—-+0oC n——+00 k>n

'avantage étant que L existe a tous les coups /)
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Ultimes remarques en guise de conclusion :
Soit (25)n>0 une suite 3 termes complexes. Posons zp, = Tn + WYn AVEC
Tn.Yn € R, et définissons les suites 3 termes > 0 (z77), (z;,) par

- B -Sighy >0 0 si @y 20

T, = Ly =
0 sinon. —z, Si®n <0
Alors :
1. La série complexe Y z, converge si et ssi chacune des séries réelles
> T, et 1y, converge.
2. La série réelle ) x, est absolument convergente si et ssi
¥t oot Y @ < 400,
3. Dans la situation ol Yz} < 400 tandis que )z, = +o0, la
série réelle > x, diverge. Une remarque semblalble pourra &tre
faite quant au cas oll ), @} = 400 tandis que )z, < +oo.
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ours optionnel $4 - Compl. d'Analyse 16

A + A . Sk 3 ,
4. Dans le cas ou Zn T, =Y. x, =-+00, il se peut que la serie
réelle ), T, converge (toutefois sans converger absolument), mais
il se peut aussi que Y, diverge.

5. Enfin : en remarquant que
Vn € N, max (|2n[; |yn]) < |2n| = V22 + 32 < |T0| + |Yn]

on parvient a affirmer que
la convergence absolue de la série complexe Y z, équivaut 3 celle

des séries réelles ) . x, et Y yn.
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