1U’I‘ de Paris Descartes, Dpt INFO

" ; Compléments d’Analyse : lére Feuille d’Exercices

£
£

A.i Caleuls divers:

i _\Représenter chacun des nombres complexes suivants sous forme cartésienne
b
puis sous forme polaire:

1

- SRR NIRRT

) antaal SR Por S B ol 7 W (
b _ (.2i 12009

@zs = (M, 4 = (&)

= ¢2+3i I

5 Z6

\iB. Calculs de racines:

o ?@)Déterminer les racines carrées puis les racines cubiques de
\.1,‘)"- 3
2i — V3
=L et — S € —_ 2 . 3’ Z4 =
21 \/5 1, z=2 \/3, z3 2 4 \[- 4 —“——'—-—21: T \/5

%

,ﬁDonner toutes les solutions complexes de
(E1): 2" +4=0;(Ey) : 25 = 644; (E3) : 2* = i;(Es) : 22 = V3(=1+1)

Résoudre explicitement dans C:

2 +vV22+1=0
2242z—-4-4i=0
)2 (4+20)z4i-1=0

{ C. |Résolutions d’équations algébriques:

s

4. (14922 —-z-(1-9) =0

5 22 4+1=0

6. (22—2-1+ (22 +1)* =0 (cf: a® + b? = (a + ib)(a — ib)).
7. 22 —2c0s0224+1=10

8. 2 +234+242+1=0

! I

10. (z—a)" ={z—b)", ot a et b sont des réels distincts.

D. Sur les entiers de Gauss:
ISR : S
Prouver succintement que 'ensemble des entiers sommes de 2 carrés est
stable par multiplication, en déduire une identité remarqguable
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E. Représentation graphique de sous-ensembles de C:
Représenter les sous-ensembles suivants de C dans le plan:

E;z{::EC:iz~—1]=lz+i}},E2={z€C:1<}z——il<2},
Es={z€eC:|z| > 1,|Re(z)| < %,Im(z) >0} Es={2€C:|(1+1i)z+(1-i)| = 5},

. 1
E5={zEC:Re(;)=1},E5={zeC:Im(zz)52},E‘-,-={zEC:Arg(l'i*Zz):’O}-

F. Nombres complexes unimodulaires:
Soient u,v,w € C tels que lul = Jv| = jw| = 1.

1. Prouver que z = w - T{EL est réel.

2. Comparer les modules des nombres 21 = utv+wet 20 = uv+vwtwu.

3. Quand est-ce que z; est réel? Et 297

G. Géométrie dans le plan complexe:
Etant donnés quatre nombres complexes z1, 2, 23, z4 (distincts 2 & 2), on
définit le rapport affine R4 des trois nombres z1, 29,23 par

21 — 23

Ra(z1,20,23) = x
29 — 23

puis le rapport croisé R¢ de 21, 29, 23, z4 par

RA(ZI, 22, 23)
RA(Z], 22, 24)

Rc(z1,22,23,24) =

Vérifier que
1. Les points d’affixes 21, 22, z3 sont alignés si et ssi Ra(z1, 29, z3) €R
2. Les points d’affixes 21, 22, 23, 24 sont cocirculaires ou encore alignés si
et ssi Ro(21,20,23,24) € R
En déduire que

3. Siles droites A et A’ sont tangentes au cercle unité aux points d’affixes
respectives ¢ et (', dés lors que (+¢' # 0, A et A’ s'intersectent en un
point d’affixe z donnée par

2 =

2 2 2 IRENE N
T 1=_.‘I..7,soxt-encore:=§ =+
TobE s L z &
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IUT de Paris Descartes, Dpt INFO

Compléments d’Analyse : 26me Feuille d’Exercices

L;i/ Comparaisons de polynoémes:

' On considore les polynomes

@ Déterminer les racines de chacun de ces polynomes, en donnant a
chaque fois leur multiplicité,

2. Quelles sont les relations de division satisfaites par ces polynomes?

3. Esquisser les graphes de chacun de ces polynémes.

@Calculs de PGCD:
= Calculer le PGCD de Py et P, pour
@\{ﬁ(){) =X+ X3 -3X2—4X -1, P(X)=X3+ X2 - X —1
@JX) = X' - 10X2+ 1, P(X) = X1 — 4X3 +6X2 — 4X +1
3. P(X)=X*+X3-2X + LEBX)=X24+X+1
4 PAX)=X+X’+1,B(X)=X3+ X +1

@ Calculs de restes:

Calculer les restes des divisions euclidiennes:

@ de X par X% - 3% 42
@de (X + v/3)Y par X2 +1
3. de X® — 32X%+ 48 par (X — /2)3.
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- I Formule de Taylor:

L Donner explicitement le developpement de Taylor de P(X). =
XY~ X2en Fg = k. Utiliser ce développement pour esquisser le

“t

graphe de P an voisinage de (2 P(ag)).
our P(X) = X4 _5x3 4 gx?2 +4X —- 8 et 2y = 2.

Fu

Idem j

£. Divisions suivant les puissances croissantes:

Sulent P (X), P(X) deux polynémes non nuls tels que Val(FH) >
On dira que I'on a effectué la division suivant les puissances croissantes
de P, par P, a I'ordre | ({ 2 Val(P)) si l'on a trouvé deux autres

polyndmes P et £y tels que
(I'L}(P;)*) = l et P} = PJ s Pg + "'\VH-I ' Pl

1. Effectuer la division suivant les puissances croissantes de Pi(X) =
1 -X - X3_ x6 par B(X) =1 - ¥ X2 3 Pordre [ = 3,

l—g—g3_ 6

En déduire I'allure dy graphe de f : 2 — 17— au voisinage
du point de coordonnées (0:1).
2. Effectuer la division suivant les puissances croissantes de P, (X) =
X*—1par B(X)=X2 11 a l'ordre | = 3.
31

En déduire Vexpression d’une primitive de f: 2 — A=)
3. Effectuer la division suivant les puissances croissantes de P (X) =
2-X -3X4_ x5 par P(X)=1- X 4 x3 alordre | = 7.
Effectuer la division sujvant les puissances croissantes de Fy(X) =
Lpar A(X) = 142X +3x2 4 33 +2X* X5 3 Vordre § o 4
pour trouver U, V' tels que

rl;..

U8+ Vb 1

pour (X)) = X3,
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54 {”f wle de Bernogulli-, "Heompital:

SO, g g0 o B degyy fonetioms de chwmse 02 o8 3y ¢ 1,

i

7' £ SEEY Fa s S p # b % hy % 3 £ F 4 g
(1) On suppose e flag) = glag = O mais G lag) £ 0 Vérifier (446
lirn ﬂ B [z /

F u,('/i/jj (’1/1,“5

b
(‘ I Retroyver

e

i Hn q 4“" i 1iati 7 : ] — com
e — T A e L e
oy (1 _; 1); . l r ﬁin(l I} el e

en ubilisant ce yésultat

B Calculs de D.L.:

H,(-:(:lmr(:hur les D1, de

. F3 dordre 4 o
8T b & a lordre 4 en .

2) x + In (’~';’-“—') al'ordre 4 en ().

3
3.z vtanz a lordre 2 en —}

4. x =+ s5in ( 5 Cos :1:) al'ordre 6 en (.

oy In(42) ) » 15 . --
@ T In ( i%—’l) a l'ordre 3 en 0.

@:ﬂ = (1 +sinz + cosz)” & Vordre 2 en 0.

C. Recherches de limites:
Dans chacune des situations suivantes, utiliser un D.L. (& un ordre

approprié) afin de calculer

hm(l ~z + g/

5 v'hm (*‘2’) i

z—+()
9 1 Lot
3. i.g(l)sinﬁz Sh?z

| 4: it (sinz)sinz_)
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’1 Foof 2 B2 s B ATt

reur j: . —= R et 2y € R, chercher
e 400 + )+ Flag — A) — 2f (o)
1118 -
Fpeaid ;;2

e faisant une hypothése convenable sur f

%D .L. de la solution d'une Equation Différentielle:
S~

)

S

Y U)

ouvenirs de Probabilités et Statistiques: rappelons que la
] ‘ur @ : R — R intervenant dans les calculs liés au

“héoréme de la Limite Centrale est donnée par

“3,

o » J
1@?2 fion d’e

P“J [

(&

-

¥
&

[y
ey

VI .

J

A

;. Ba) =

—Il

‘rifier que @ satisfait les conditions

Vr eR, ®"(z) = —29'(x)
1
®(0) = 1, (0) = —
(0) = 3, #'(0) T
puis utiliser ces conditions pour donner le D.L. & l'ordre 5 de

® en 15 =0.

e
Vor

2
£
Z

(b) Retrouver ce D.L. en utilisant un D.L. A I'ordre 4 de 2

en- %o =4
{
@ Une Eq. Diff. Lmealre. on s’'intéresse aux fonctions de classe
C? y:] — 1:1[— R solutions de I’ €quation de Legendre

(B) = (1—2"y"(2) - 229/ (z) + 2y(z) = 0
(a) Trouver un D.L. & Uordre 5 de la solution y1 de (E) satisfaisant

les conditions : ¥;(0) =0, ¥{(0) = 1.

(b) Trouver un D.L. & I'ordre 5 de la solution Y2 de (E) satisfaisant
les conditions : (0) = 1, 1 y5(0) = 0. | ‘

{¢) Parvenez-vous & reconnaitre la fonction 3, ? Et Yo ?
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IUT de Paris Descartes, Dpt INFO

Compléments d’Analyse : 4eme Feuille d’Exercices

l

’ 4. EDOQO linéaires d’ordre 1:
- "/ f\\‘ Résondre les équations suivantes: } 9 S
TGO -G ) Riasade eqe
f .:’_’);- /. Q;wr--fjar“f {7}(77; 1L
_%»0\1 € 'V!f .0+ 8y (8 +ylt) = (1 +¢)sint O"""a
g “ 43 B ‘*VAL&}-@\"’. wt Z)W ;(_a&/\ (J?; Of""“ )
3. Y () + ylt) =sint + 3sin2¢ , ~ / " ﬁd\‘?{(}-
4. () +y{ty = ot > 0. GM“"& ;M ﬂé/,’t,L "ta_‘f‘ {tg )
: " 3) Condlunien- :
{

LY 2t =3+ -1 /T)\.U@‘. S P{U\ o Aac Cuen a&L\f\

s dlonr . soleet o Ginscpend

P 4 {

i | . s e N .

/ B, EDO linéaires d’ordre 2 a coeff. constants:

H { - - 2 - - - - -
L—J Résoudre les équations suivantes (avec conditions initiales):

/f:'\ 1/." - :sz' + (jy =3 = = Y :
1 i X 7 \ { G"‘\
e {J(O) =1.4(0)=0 4) g&g&a{{/@ W

1
SN

Yy — 7.,/ _71/—1""
%\{y — /(0) =0 LP@V))/?/I {9,4/\ % /%tm/a(
| 3 / -——l?/ 4y = 7(t—7}(: (1(,& (5@22&[‘-{/%&:44} (.?M,CL 4 ‘}
y(0) =y (0) =1 é\ﬂ 4 AR il %6@%&\
_E 1 r/—4y’—13y—1000»°t—’:~sm9t\ Ué&:{(é} %4{: Vg"(t)-;@\ ‘
! U(O/-‘O //U“l - Mwwiﬁa.)
| e ‘
; - e %Lu-vtﬁ
; {C. EDO linéaires d’ordre > 2, a coeff. constants et homogenes:
3 L—‘Donmrla solution générale de /& < © J(QLX ﬂa_w (_am{y&/u
W)y -2 +y=0 i
dv Y+y=0 \ dk'f“ bP=
5y e ey gm0\ 34& wo(Bt)xe”

: ) Rengiuchse ‘noﬁ Rmfw L(€)= Som (pe < <
i }?w %;qj& W \M\\L %pﬁam%{w\u&
b 7;% : L?QJ b &e & } ey = &s“ﬁ“vcm’\uc‘»m&\k
_i X v :\. 'L "',_ 't Lxﬁ \M

Ok ek d(n ((o av AT O 'tfm-/& \ i
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A

Eguaiions Bn réaires dordre n et \\‘é{wmes lindaires d’ordre 1 :

TR YA e o
£5F twmani .‘k\f...l. 'L:’L }\&

BORY = e £3Y Wt L 33 % g 1)y .
LACE RS R ES R ity = Lpd C 8 R ;,‘\?5 . gﬁ-{?‘i. NN A Y z‘{f? = }.’g,(ﬂ\
yoriSee ma

o

Y
N
g

3 > tant
< LANTY “ e g 4

0571
uj
&
-
el
"
b
~
4’I
£

ire d'ordre n donnée par

W+ .+ ap(Be(t) + F{1).

-

£i & idem iffer.

ormation dans le cas de 'EDO satisfaite par U'intensité

"~¥

ordre dans -
e homogéne i coefficients constants donné

-
-

Yt =A-Y(0)

0 1- 2
A=} 11
\1 0 =1,
1 3 -1
Vérifier que U = 2 'Y W = 41 | et W = 0 | sont
1 1 1

vecteurs propres de la matrice 4 pour des valeurs propres a, 3,~ 4

hit— e U, Yaitme™ ¥V, Vaitemet.w

ournissent trois solutions linéairement indépendantes de y* — Ay

""’i

~omment exprimer I'unique solution dusystéme Y’ = 4.y satisfaisant
a
Y{0i= | & | pour trois valeurs prescrites a.bceR?
‘ o
CQue dire du eomportement asymptotique de cette unique solution lorsque
f ~— +o0 7 {On pourra discuter suivant les valeurs de a,b,c).
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IUT de Paris Descartes, Dpt INFO
Compléments d’Analyse : 5éme Feuille d’Exercices

; i ; . s s _»
/ A. Convergence ou divergence de séries numériques :
t—t Etudier la nature des séries de terme général

— {3n+1\" . e v il L
=) @ uy = (~1)"sin()

— n e » . ek ;
= (. N\ sm(%) si n est impair
at n2 \gjun = —1 3 st 'r
- an G S1 1 est pail
2015
PIRE : :
NAE =(n+ l)lin — plin
n2015_§.1
— V nTE2015 =1
AR o nt> n
\Gj lln - (-1)
1
(J.? up = sin() 12. Uy =12

B. Sommation de certaines séries numeériques :
Etablir la convergence de chacune des séries numériques ci-dessous puis cal-
culer sa valeur :

l £ +0o0 s 2
@ Zk22 BT (. Zn=1 In (1 i m)
1
Q) 2 k1 FE+1)
B oy 1) 8 Z-‘-OC 2n8—3n2+1
@Zkzl k(k+1)(k+3) ’ n=0 (n+3)!
1
4. Zkzl k(k+1)(k+2)...(k+p) 9 too 1 1
5 Z+oc 1 . Zn=0 3w tan (F)
" 4on=0 n3+8n°+17n+10 (on pourra voir que :
6. Z}fﬁg In (1 — ,71;) tan r = cotanz — 2cotan2z).

C. Une comparaison instructive :
Soient (vr)r>1 et (wg)r>1 les suites définies par

(—1)* (-1)% 1
VEEN, "o = o s 1
y o vk ; vk Tk

1. Etablir la convergence de la série ZkZI VL.

2. Vérifier que la série ", wy diverge, mais que I'on a néanmoins :

Qu’en concluez-vous ?? (Plusieurs conclusions pourront étre tirées).
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1. Séries réelles et intégrales :

1. - Vérifier que pour tout entier n =1

1 g ; 1 Syl

e —1)" e

/ _{._i_.,, z= | = _{ S E o ( l) - / ( L) dz
0o l+x 2 3 n+1l ‘Jo leha

kn déduire que la série harmonique alternée a pour valeur In(2),
au sens ol

e, (= 1Y ~1)" 7
2 _( ””””” L::1M_l.*-.l,,__“-,_.(.....,.L-;.,..:ln(z)
~ 1+ 1 2 n+1

n=0

(la convergence de cette série célebre avait déja été établie en cours
par le critére des séries alternées).

2. Utiliser le méme type de procédé que dans la question précédente afin
Y1 I | { I
’tablir la validité de la formule de Leibniz :

+ 00

R N
g it Al e R D e

n=()

(on s’appuyera sur le fait que : Va € R, T;Lry = Arctan’(x)).

3. Comment utiliser le caractére alterné de ces deux séries afin d’obtenir
X T . oo & T3
une valeur approchée & 107% pres de In2, on encore une v. a, a 10
pros de o 77

I, Comparaison d’une série et d’une intégrale :
Pour [ IR, — R décroissante, posons

— I
wy = f(n) puis vy = wy ~ [ f(4)dt .
Montrer que la série ayant pour terme général v, est convergente (on n’hésitera
pas A s'appuyer sur une interprétation graphique du phénomene .

Application célébre : valeurs approchées de la constante d "Euler
Iitablir lexistence de

BN L Soiroh gk 1
Paeess : l oo e e e ) I
1 n :hwlinf\ﬁ 1 4 2 3 * + n lll ”}

ol donner un encadrement de v (on pourra prouver eg que <y < 1),
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