Théorie de I’information de Claude Shannon :

aux f S PP
ondements de la numerisation et des codes
correcteurs d’erreurs

- (Michel Sortais).

Au moment oy commence la deuxiéme

mathématicien ameéricain, Claude Shan
fond

guerre mondiale, un jeune ingénieur et
non, se penche sur quelques questions
amentales ayant trait & 1’édition et & la transmission de messages :

1. Comment traduire efficacement un message vocal ou textuel en une suite
de symboles binaires ? (Shannon fait partie des tout premiers chercheurs
a employer le mot ‘bit’ ; par traduction efficace, on entend une traduction
ou sont employés, en moyenne, un nombre minimum de bits/mot).

N

Comment rendre fiable la transmission d’une séquence de bits sur un canal
imparfait, tout en allongeant le moins possible cette séquence ? Dans cette
seconde question, on se figure que le message & transmettre a déja été
transformé en une séquence de bits, et que l'on est tenu de rajouter des
”bits de contréle” a la séquence d’origine parce que le canal de transmission
altere certains des bits (cf schéma ci-dessous).

BRUIT
Source ransmettefr———— - - AT Gl Récepteur =Destination
dilnformption. ... . F T S e ..
Message Signal  BRUIT Signal regu Message

A D’évidence, ’étude de ces questions intéresse au plus haut point IEtat-Major
des armées américaines ; d’ailleurs Shannon participera directement a ’effort
de guerre de son pays des 1941, de par son travail au sein des laboratoires Bell.
Mais la profondeur des réponses qu’il propose alors pel.*n}ettra de mettre en route
la fameuse “révolution numérigue” de la seconde moitié du XXeme siecle ! - il
n’y a encore pas si longtemps, on faisait déve.lopper des ph_otos argentiques pour
garder quelques souvenirs de vacances, tandis que la Passion selon St Matthieu
tenait sur huit faces de disques 33T ... \
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1.1 L’entropie comme mesure d’incertitude

i i is k rs deés).
{lémentaire (comparaison de trois lancers de ¢

Revenons a notre exemple . s
. st incertaine. il convient de considerer

Comme l'issue de chacun de ces lancers ; s Y X X
s {0 = A ~ . ¢ .

que les nombres qui vont apparaitre sont des variables alea.\ou‘e': Ap. A2 ~
ici bi 1u affaire & des variables al. discrétes, la 1ére étant & valeurs
ici, on a bien entendu affaire & des variables al. discretes, la L

dans [1:20] et les deux suivantes a valeurs dans [1:6 :
recherche d'une fonction H qui associe & chaque var. al. discréte X un IlQll]blt?
H{(X) > 0 mesurant I'incertitude liée & la réalisation de X. Dans 'exemple qui

nous intéresse. on s'attend bien sir & ce que

.

]. On est en fait a la

H(X}) > H(X2) > H(X3) > 0

(le résultat du ler lancer est plus incertain que celui du 2eme. et celui du 2ome
plus incertain que celui du 32me). On s'attend aussi & ce que H{X) ne dépende
pas du nom donné aux valeurs prises par X. Dans notre exemple standard, il
est bien évident que l'incertitude liée au lancer du dé & 20 faces ne change pas si
celles-ci sont renommeées a.b,c.d.....s.t : de meme, l'incertitude lide au lancer
du ler ou du 2eme dé 2 6 faces ne varierait pas si l'on devait renommer celies-
ci a,3.v.4.2,(. Notre fonction H dépend donc de la variable X seulement 3
ravers sa loi, en sort Xi)=H(Xx,L ol X0 ' L
t 3 ? equeH( l) H(go:«_wo:"-?gg):H(‘\‘l):H(é‘;‘ég--.~%,
i 1~ ol
H(Xs)=H(3 oo by gl 11 11 3
2710°10°10° 10" 10 10‘2’10’10’?6*{6)
(?a derniérg é’g'a!ité tient encore au fait que ces njv
sibles aux "réétiquetages”).
- Donnons-nous un domaine de définiti
; . 1 . ‘s
ton pour H ; pour en entier & > 1, soit

eaux d'incertitude sont insen-

) Lk = {(p1,-- . pk) € [0 +ocfMip, 4+ P2+

i i RACYOun g

st =1}
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le simplexe ferma

1 sinplexe fermé constitye

S E 5 Ve n:tltue de toutes les lois de variables discrétes prenant au
e SVHES (&2 eS8t un segment que I ssiner 3 ¢ i

il e o g que I'on pourra dessiner dans le plan muni

itk <3 “un tl'l’dn‘gle que l'on pourra représenter dans I'espace). Il est
sttenant naturel de définir la fonction H sur 1a réunion

DES P

E>1
(,.)'tHllvO“ sattend A ceque H: ¥ — [0: +-00] soit une fonction symétrique
A\ Po(1), - - s Po(k=1)+Po(k)) = H(p1....,pr—1.px) pour toute permutation o)

S. ': Lt it PR YN - s ” . ~ 3 3
f\tl;tamant quelques "regles de bon sens” supplémentaires, & savoir les Axiomes
cl-dessous :

e (A1): Continuité si (p(ln),. . ,pgl)) —2 (p1,-..,pi) dans i, on aura

H(pgn), - Pgn)) e H(pl s ',pk)'
n—oe
(cette régle de continuité se comprend bien en représentant une suite de

points sur le segment X5 convergeant vers un point précis, ou encore une
suite convergente sur le triangle Xs).

e (A2): Croissance on a H(1) = 0, et pour tout k& > 1:
1 1 1 11
H e >H(=,—,..., =
(k+1'k+1‘ 'k+1) (Ic'k’ k)
(plus une urne contient de bulletins, plus un tirage au sort a I’aveugle dans
cette urne est incertain).
e (A3): Conditionnement si (p1,....px) € [0 +oolf et (q1,...,q) €

[0; +-oc[' sont tels que S D=, Z;ﬂ gj =q,avecp,q >0etp+g=1,
on doit avoir

H(py,- - Pk-1:Pk: 01,42, @) = H(p.g)+p-H(E,. .. B2 B
. @ 32 gt
+q H(q' q" ’q)

Ce dernier axiome semble plus difficile a justifier ou méme & comprendre,

illustrons-le sur un exemple élémentaire, proposé par Shannon himself
dans son fameux article paru en 1943 :

HG 58 = HG.p)+3 HO+3-HGE3)
=-"Hig, 5)halgi s

(puisque H(1) = 0). ;
Ces identités se comprennent parfaitement bien en

recourant au schéma
ci-dessous :

N i
\\@ \\//C\

13
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qutres arbres

‘ome en comparant d . onsiste
ARl O lisrement éclairante €0

articulie .or choix uniforme

Hre1nl -

s en ull pre

H Jarmi n valeurs, €€ qui
C

Bien entendu, on pourra illustrer ce 30”}?’_ A
de probabilité équivalents. Une (‘,OIllel_vl'me N ‘I i
a décomposer un choix uniforme parni lm"_?.L ,\m‘ ulifOrmC I
parmi m valeurs, suivi dun second choix u '

conduit a l'identité 5 d
i ! 1 i1r =
[1(__1__1__ _1_):]'{ _1_7—,__,,—;)+H(n,na -

mn’ mn’ " mn m°m n

. ~ " e
1 L L), on voit apparaitre un
Mais alors, quitte & poser A(N) = H(h e ¥
propriété d’additivité
h(mn) = h(m) + h(n)

. : !
qui n’est pas sans rappeler notre bonne vieille fonction logarzﬁtth‘mfil ’Entropie "
Réflexion faite, il n’est plus trop étonnant de voir a’pparal re e i5i
Shannon H comme unique solution au probleme po’se (trouver un
symétrique pour laquelle (A1), (A2), (A3) sont vérifiés) :

Théoréme:

Si H : ¥ — [0;400] est une fonction symétrique vérifiant (A1), (A2) et (A3),
alors H est de la forme /\

, g
H(pl,---,Pn):—HZpilnpi K — f__/
i=1 =%
%

pour une certaine constante x > 0.

Réciproquement, toute fonction H : & — [0; +00[ de la forme donnée ci-dessus
définit une fonction symétrique sur ¥ vérifiant (A1), (A2) et (A43) !

N.B. : dans la formule définissant H, la constante
du tout un réle essentiel ; sa présence tient simple
choisir une "unité d’incertitude” pour définir H de
En adoptant le point de vue de l’Informaticien, 0
du "Pile ou Face équilibré” comme référence et fa
valeur 1 pour la loi de Bernoulli correspondante, ¢

multiplicative k ne Joue pas
ment au fait qu’il noys faut
maniere tout 3, fait univoque.
N pourra choisir I'expérience

ire I sorte que H prenne la
€ qui revient & fixer

Autrement dit, dans toute la suite on posera,

n
H(m iy Pn) = — Zpi‘log Di,

it iz
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lowipBon = )

= RO (X))

1'2 * ey s
Entropie conditionnelle et information mutuelle

Ux variables aléatoires discretes X,V (interdépendantes ou
A 5 ) . N o5 f \ e
, on définit 1 entropie de X conditionnellement a (Y = y) par

HIXW = y) = - Y P{X =2y =y} xlog[P{X = 2]Y =9},

2
Etant données de
indépendantes)

k 1e ¢ . ;

& somme ci-dessus portant sur toutes les valeurs possibles « de X, et y etant
une ?aleur possible (fixée) de Y. Llentropie de X conditionnellement ¢ Y est
ensuite définie en passant i la moyenne sur les valeurs prises par Y :

HX|Y) =Y P{Y =y} x HX|Y =y)

et il s’avere qu'une telle entropie conditionnelle peut aussi s’obtenir & partir de
Uentropie conjointe H(X,Y) et de I’entropie marginale H(Y) comme suit :

H(X|Y) = H(X,Y) - H(Y)

Vérifions-le sur un premier exemple tout & fait abordable : si X et Y sont toutes

deux & valeurs dans lalphabet fini A = {a,b,c,d} et prennent de telles valeurs
conjointement suivant le tableau de prob. ci-dessous

X\Y | a]b|cld
AR R A I W s [ 0

8 |16 | 32 | 39

; TX I L1t

6| 8 | 32 | 32

11 1L L

¢ 16116 | 16 | 18

d [L[0[0][0

Des sommations horizontales permettent de voir que

1
IP’(X=a)=lP’(X=b)=]P(X=c)=IP’(X=d)=Z
La v.a. X, considérée isolément, est donc distribuée uniformément sur A =
{a,b,c,d}, tandis que Y ne l'est pas, puisque

1 1 1
P(Y =a)=3 >PY =b)=3>PY =¢) =B =d) =,
comme le montrent des sommations pratiquées verticalement dans le tableau.
En pratiquant des divisions par P(Y = a) = % de chacun des termes situés
dans la premiere colonne, on voit ensuite que la loi de X conditionnellement &
(Y = a) est donnée par
B T RO IS . TR
P(X=aiY=a)-_-ﬁ§=Z,1P(A =bY =a) =P(X =cY =a) = 5, F(X =dY =a) = 5
Autremenﬁ dit, Loi(X|Y = a) est donnée a travers le vecteur de probabilité

s R & ol onséquence, on a donc
39518 2). Par voie de conseq: ¢ :

il
|

HX\Y =a) = —[t-logl+i-logi+3-logg+3-logl
Ve e DR i G i e

5
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) est Jdonnée 3 travers

(XY =0
1t de voir qu€ Loi(X]3

L ,« permettel g 5
Des caleuls analogues PEEL = 7y 0), en sorte que

le vecteur de prol)abi]ité(j,g“, . ey '
7Y = /l-log%—ks'oz‘%i _1_1 o
H(Al)':[)) : ’[[11.(#2)_{—%'(’1)_‘_1 ( )]
: é;11’5
= 2
De méme :
ey ;o |
H(A)’:C) H(‘i(’}lo lillog%_{,%log%_}-ﬂ}
s i MR RS e
e IS RGO A
= 2=1,5
2 1 obtient enfin

? ‘bles de Y, 0
En effectuant une moyenne Sur les valeurs pOSSlb ,

Sgo HXIY =9) P =0) L15. Py =0+ 1,5 P =9

HX|Y) =
= 1,75-1P’(Y:a)+1,5-31?(3’:b)
= %'%+%'i+%'é+§'§
= 11,625

(X,Y)-H( Y) entre ‘entropie
de retrouver H(X|Y):

Vérifions maintenant que le calcul de la différence H
conjointe H(X,Y) et Uentropic marginale H(Y') permet

= —nyP(le',Y=y)-IOgP(sz,Y—_—y)

H(X,Y) ,
_ [l logl+ L -logk+...+0
_ _w_szzgs 16 " 108 16 ]
32 87
1 1 1 1 1
H(Y)=—|=-log=4+ -+ Zanl . Jor =) = =
(¥) [2 ogy +ylegtag Ogs} 1
ainsi o 13
= =2 =1,625 = H(X|Y)

HX,Y)-H(Y) =% - 7= 3

En résumé, les entropies conditionnelles H(X|Y') et H(Y|X) peuvent étre cal-
culées de deux fagons équivalentes, et I’équivalence en question correspond & une
identité connue sous le nom de "Regle d’enchainement” (”Chain Rule” en
anglais) :
H(X,Y)=H(X)+H{Y|X)=H(Y)+ H(X|Y)

On.se gardera de c.roire que les entropies conditionnelles H(X|Y) et H Y|X
vérifient une proprlété de symétrie : en général, ces deux entropies conditi )
nelles sont bien distinctes - de méme qu'il convient de bien distinguer ] ety
conditionnelles P{X = z[Y =y} et P{Y = y| X = o1 guer les prob.

En revanche, la regle d’enchainement pe i i
?ntérgss;mte mettant en jeu la notion dgn;?rj;aiioiélgaipsﬂzrz ltf 3 l'me Sy’m e
‘ "f:lfe"rpble_a-naturel de définir I"Information portée par Y sur Xl i R
d 1 Cfﬁt?t‘l_{de sur X disparaissant au moment ot I’on prend co POy
aleur prise par Y ; plus mathématiquement, il convient d oy e
ation I ar l'identité : ons de- d&fir doite

~ 100 ~ H(X|Y)
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T
viais 1 pole Venchal
ais 1a regle d’enchainement noys montre que

B3 B o s - s _
) = H(X|Y) = HY) - H(Y|X) = H(X) + H(Y) - H(X,Y),

en sorte que

I(X,Y)=I(Y,X)= H(X) + H(Y) - HX,Y),

SOV O 3 e, 28 L RN AT .
remarquable propriété de I’ “information mutuelle” !

;“- 1 S. .2 Pk s s 3y e o : r r . ’ ’ 2 N *
\‘ml a-t-on, dans le cas des variables X,Y examinées précédemment a titre
d’exemple :

T 1 1
H(X)=-4x 1 ~10g1 =logd =2
puis
£ S 13 3 )
I(X,Y)=HX)-HX|Y)=2- e =0,375
Un bon exercice complémentaire consiste & vérifier que H(Y|X) = %—, en sorte
e TGO FI R
IV, X)=H(Y)-H(Y|X) = i8-8 TEXL ¥
Rappelons qu’un calcul précédent nous avait donné¢ H (A= 13%5 = 2—87 ; ceci

nous permet a présent d’établir que

T 30~ 2T~ 8
H(X)+H(Y)“H(X1Y)=2+Z_—é—=—8_—_8—"“gZI(X7Y)=I(Y1X)

Ainsi. dans Pexemple que nous venons de traiter, I'information portée par Y
sur laz variable uniforme X est plutot faible : 0,375 bit seulement, alors que X

a une entropie s'élevant a 2 bits ...

Plus généralement, Pinformation mutuelle I(X,Y’) fournit un bel outil de mesure
de l'interdépendance entre les variables X et Y puisque, comme nous le verrons
dans un chapitre ultérieur (Les canauz bruités et leurs capacités)

I(X,)Y)=0+< X etY sont indépendantes
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jers exerci
1.3 Quelques premiers exer
et d’Information
Calculs d’Entropie en ba
Letion f définie sur
eurs > 0, nu .
axe de symctrie,
I =
avec: f(3) =1 (

sse dimension | ]
[0; 1] par flz)=H (z; (1 x)),
’ nt en & = 0 et

le seuleme =
] et qu'elle atteint

conformément

1.3.1
1. Représenter avee soin la for

en vérifiant que f est concave,

@ = 1, que son graphe admet & =

son maximum de maniére unique en & =

a notre choix d’unité).

a val
] mmnees:
5 pout

3| —

i définie
ment la fonction de 2 variables g

2. Comment représenter graphique

par
glz,y) =H(z; y; (1 -7 -v)

olt 2,y > 0 sont tels que (z+y) <17 , 0
Quelles sont les propriétés remarquables de cette fonction g !

O atteint-elle son maximum, et quel est celui-ci !

1.3.2 Comparaison d’entropies

DJ WhatsUpDude doit se produire au cours d'une nuit de folie, A bord d’une
péniche amarrée sur les quais de Seine. Ses prestations comprennent la pronon-
ciation, toutes les 20 secondes, d’un mot choisi entierement au hasard au sein de
son trésor lexical de 10’000 mots ; en tout, il sera amené a prononcer un millier

de mots durant la nuit, avec de possibles répétitions.
Vérifier que lincertitude liée & la séquence de mots qu’il aura prononcée durant

la nuit est bien moindre que celle correspondant a la contemplation d’une image
télévisée sur un écran comportant 500 lignes et 600 colonnes de pixels, chaque
pixel pouvant prendre au hasard I'une des 16 valeurs chromatiques envisage-

ables.

1.3.3 Entropies comparées de X et de Y = p(X)

Comment se comparent les entropies de X et de ¥ = (X)) si
L ¥=2%"

2.7 =008 77
A quelle condition sur la fonction ¢ peut-on affirmer que X et Y = ©(X) ont

méme entropie ?
Qu’en est-il de 'information mutuelle 7(X;Y) ?

1.3.4 Autour des axiomes (Al)-(A2)-(A3)

1. Vérifier que pour chaque entier n > 1 :
o | 1 |
n’n""’ﬁ)— ogn,

H(
et v,qu‘eﬂ_.H atteint la son maximum sur X,.
v oﬁétidﬁ-'d’Exltlfdpie H définie par Shan: i o
b B : lon vérifie bien .
itionnement (A8). b
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1.3.5 Ent ies ié
< Entropies associees aux loig classiques
l. Pour X <& 3 (n;p
(On pourra me

et p, e.g.

)J comment varie H(X) en fonction de p ?

Noer leg eale 5 s T b

‘ 11 les calculs explicitement pour de gentilles valeurs de n
m=Adpuis p=0,25p' = 0,5, p = 0, 55).

Powr ¥ =5 H(N;TL;P), avec Np > n et N(1 —p) > n, comment se
comparent les entropies I (X) et H (Y) ? (Ici encore, on pourra mener
quelques calculs explicites & titre d’exemple et pour de gentilles valeurs de
N.netpeg N=10,n=4puisp= 0,4,p" =0,5,p" =0,06).

Comment calculer I'entropie d'une variable de Poisson ? Quelle devrait
¢tre la nature de la dépendance en A (paramétre poissonien) de cette
entropie ?

Comment calculer I'entropie d’une variable géométrique 7 Quelle devrait

étre la nature de la dépendance en p (paramétre de loi géométrique) de
cette entropie ?

1.3.6 Entropie conditionnelle et information mutuelle ler exemple

Etant données X : Q@ — {a,b} et Y : @ — {a, 3} ayant une loi conjointe
donnée a travers le tableau ci-dessous :

X7 H (X [ Y=ol ):
R 0x=alpCr=a).
1. L’entropie conjoinfe H(X,Y). P ( \< - 4) (

2. Les entropies marginales H(X) et H(Y). pcx ;) Lﬂ\ ﬂ P(;( —d
3. Les entropies conditionnelles H (X|Y = a) et HX|Y = f). -~

4

;)

a

b

I 13D

—

Calculer

oers. boid | 0
R

Les entropies conditionnelles H(X|Y) et H (Y]X). gie |
. L’information mutuelle I(X,Y) = I(Y, X). (7 C \ a‘}

1.3.7 Valeurs extrémes de l’information mutuelle
1. Donner un exemple de couple (X,Y) pour lequel I{X,Y) = I(Y,X)=0.

9. Donner un exemple de couple (X,Y) tel que I(X,Y) = I(Y,X) = H(X).

1.3.8 Calculs d’informations

O OII‘aid("l ¢ une population humaine constit;uée d’hommes et de femmes fl pa ts
cons re 8 N r
A n[ Au ‘;("in de ('ett,e 0 lllathIl, 6 /6 dGS fGIllanS SOHt ”grandes” ([I)lllS dﬂ
ega €5, Se J pop ' : e
& 85 ’rn) t}]lldi‘i que ChG‘Z ]CS hommcs, cette prop()rtmn monte a ..0 0.
3 4 >

1. Quelle est la probabilité qu’un individu choisi au hasard dans cette pop-

t ou’il es "3l s de B 9
ulation soit un homme sachant qu’il est grand (plus de 1,85m)

‘2. Quelle est la quantité Q’information apportée par la stature d'un individu
V'” ;_:L:r‘:(’ig‘ra,nd” /7 petit”) relativement & son sexe (homme/femme) ?
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ation mutuelle

ntropie conditionnelle et inform
Bl s ety : 20— {a, B, 7,0} ayant

» ide¢ " . Q) — 1a,0,C
On considére deux var. al. X : @ — {a L } G
bleau ci-dessous

une loi conjointe donnée & travers le ta

Calculer
1. L'entropie conjointe H(X,Y).
2. Les entropies marginales H (X) et H(Y).

3. Les entropies conditionnelles H (X|Y) et HY]X).

4. L'information mutuelle J (X, ¥) = 1Y, X).

Peut-on affirmer que les variables X et Y sont indépendantes 77

1.3.10 Application au jeu "MASTERMIND?”

Rappelons que dans le jeu "MAST ERMIND?, un premier joueur (J) est censé

preparer, de manicre cachée, une configuration précise X = (C1;C4;C3;Cy)
a disposition (répétitions

de quatre couleurs choisies parmi les six couleurs
possibles!). Le deuxiéme joueur (J2) cherche alors & déterminer précisément
quelle est cette configuration ; il en propose une premiére au hasard, soit X’ =
(C1; C3; C4; C4), puis J; vépon
lui indiquant

° le nombre m; de couleurs correctement devinées et correctement placées

d a Jp a travers un couple d’entiers X" = (m1;nq)

e le nombre n; de couleurs correctement devinées mais mal placées

dans X”.
1. Evaluer H(X), H(X'), H(X,X') puis H(X, X', X").

2. Que vaut I(X,X') ?
3. Evaluer I'entropie conditionnelle H (X|X’' = (V,V, V.V), X" = (3; 0)), et
comparer cette entropie conditionnelle avec 'entropie originale H(X).

1.3.11 Application en écologie animale
On suppose qu’une population de corbeaux est constituée & parts égales de

- males et de femelles, que 60% de ces oiseaux sont noirs, les autres étant gris,

mais que les corbeaux males sont trois fois plus susceptibles d’étre noirs que ne
x femelles. Alice observe un corbeau noir au loin. Quelle est
eur d’un corbeau sur son sexe ?
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- § 4 & Py »
1:3,12 Entropie conditionnelle of e
i Hnelle et regle d’enchainement
L. Un couple de bitg (3, B
- Tout d’abord

- Ensuite

5 est engendré aléatoirement comme suit -
i B (:\./11(‘1 la valeur 0 avee prob. p

Sl 19 2 Y ¢ ¢ g 2 s B
Hemiil ; 0, B" prend la valeur 0 avec prob. ¢, tandis que si B = 1.
G prend la valeur 0 avec prob. 7,

qt,lhqm la notion d’entropie conditionnelle et la régle d’enchainement afin
d’évaluer H (B, B’).
Vérifier ensuite que ce calcul de H(B, B') est correct en se référant au
tableau croisé des prob. conjointes de B et B’.

9 Une variable W a valeurs dans A = {a,b,c} se comporte de la fagon
suivante :
- W prend la valeur a avec prob. p
_ si W ne prend pas la valeur a, ¢’est avec prob. g qu’elle prend la valeur
b et avec prob. (1 —¢) quelle prend la valeur c. 3
Utiliser la notion d’entropie conditionnelle et la reégle d’enchainement afin
d’évaluer H(W).
Vérifier ensuite que C€ calc ‘
probabilités P{W = a}, P{W = b}, P{W = c}.

ul de H(W) est correct en se référant aux
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éoreme
- et ler Th
2  Construction de codes-source €
s 't
nnon s
i mieres définitions

: . ¢ D1re
2.1 Présentation du probleme, | e
cati -oposé par ohat :

Revenons au schéma de communication propose ]

BRUIT 2
- . R Récepteur
; Source Lransmettegp— - - - - - - =0
q’Informatipn et Message
it . Messag
Message Signal  BRUIT Signal regu

: S
” on d’'une
8 . transformati
et intéressons-nous au “ler maillon” de ce schemg gc.g. tre Cs.f(,/,mm's o) e
wute de caractires latins, ou encore d'une suite d’idéogramme:

une suite de “pits )

Deux questions apparaissent de facon assez évidente:

: res 3 ipti d’un texte
1°) Combien de pits seront nécessaires a la transcx1pt.1on?(codage)
donné (ou d’une image, ou d'un fichier audio, etc...)

: 1 ] 'idée 6t ‘utiliser
2%) omment coder nos données de fagon économique, I'idée étant cil ’ ml,me
ini 1 AT 1 - A T¢
€1 Mmoyenne, un nombre minimum de bits/caractere latin (ou par idéogre )
etc) ?

Le ler Théorame de Shannon répond de manisre tout a fait précise et satis-
faisante 4 Ia 18re question en faisant jouer un role central A Pentropie H ren-
contrée précédemment.

Quant 3 Ia seconde question, elle trouve sa réponse dans la mise en oeuvre de
I'Algorithme de Huffman.

Bien entendu, la réponse 4 la 1ere Question dépend fortement des propriétés
statistiques des données que ’on entend coder en binaire,

Exemple trés simple: on Suppose que le texte & coder ne comporte que des
caracteres latins choisig parmi {a,b, ¢, d}.

Comment associer 3 chacun de ces caracteres une suite de bits de fagon ”€économique “?
~ si chacun des quatre caractéres apparait avec la méme fréquence (1), on
pourra par exemple utiliser e codage

GRrB. BRI, em 100, g lay.

convient lui aussi, et utilise seulement 1,75 bits/caractere (en moyenne)!

lis Nlide o eodt ity 5
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Notations et définitions:

e Une source W = (X, ¥
ables 2]1(1,1,:;;”1?: _ éi"\({(’.;\ .’, A ,:X’i;, ‘. J) t,,‘Si, simplement une ‘suitc de Vm.-i-
tribuées (i.i.d ) .01'.1. 7'.:‘I>*‘-.d. sont indépendantes et identiquernenlt dz.s-t
ey d e I dl 7(,1(! de source sans mémoire. On parlera aussi
> discrete si toutes ces v.a. sont discretes.

e Dans le cas discret, si

ans le cas discret, si toutes les v.a. considérées sont i valeurs dans un
méme e » fini .

Soum (.n;emhk fini V = {vy,vs,..., 0}, on dira que V est Ialphabet-

: urce. Dans le cas discret sans mémoire, on pourra considérer I'extension
d’ordre n associée a W:
1 n
W( 1) — (Xf ),X?‘(n),..‘,X’En)a"')s

<y (n) 1

o X; ™ = (X, X, . . .,Xn),XLEH) = (Xn+1, Xn+2s-- - X3y,)... L'alphabet-
source devient alors V™, et chacun des n-uplets (vi;-- - vn) apparait avec
une probabilité égale au produit des prob. individuelles d’apparition des
v; (par indépendance !).

L’entropie de la source discrete W = (X1,X2,---:Xk:---) est définie a

travers 'identité

1
I—_[(W) = NEI_:}OO—A—[-E[(XI,X% - .,XN),

dessus existe, bien entendu !

pour autant que la limite ci-
et sans mémoire, on obtient tout

Dans le cas ou W est une source discrete
nt H(W) = H(X1). En effet, dans ce cas précis :

Hw) =  lim LH(X1, X2, XN)

—4-00
NEIEOO—!%,- [H(X1) + H(X2)+ ...+ H(XN)]
— EK)

ci-dessus provient d
provient de ce qu’e

simpleme

(La 2¢me égalité e ce que les variables de la sources
lles sont identiquement

sont indépendantes, et la 3eme
distribuées).

Toujours dans le contexte oit W est discréte et sans mémoire, on pourra
remarquer que :
HW®™) = H( XMy = H(X1, X2y, Xn) = nH(X1) = nH(W)

n second ensemble de symboles, on appellera
ation injective ¢ @ ¥V — 8%, ou &* désigne

A valeurs dans S.
ité, le cas standard ot d = 2 et S = {0, 1}

e Si S = {0‘1,...,0(1} est 1
code-source toute applic
’ensemble des suites finies
On gardera a Iesprit, en prior
(symboles binaires).

o Le code-source @ : V — S* sera dit uniquement déchiffrable si son
extension naturelle par concaténation @* : V* - §* est elle aussi injec-
tive. On parlera encore de code préfixe (ou de code instantané) si la

condition suivante (condition plus forte que la précédente) est satisfaite

V(v,v') € V2, w# v == p(r) n'est pas un préfixe de ¢(v')
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précédemrnent, on avait,
avantage considérable
mot par mot, sans
quence de sym-

Remarquons que dans I’exemnple slémentaire ¢voque
. )
de tels codes presentent 1

affaire & deux codes préfixes ;
de permettre des décodages ” instantanés” (online decoding),
qu'il soit nécessaire de commencer par lire l’intégralité de la sé
boles recue.
if;l(qlf;'tll (‘les codes uniquement déchiffrables qui ne s
S 105 :;?%ne l‘e montre l'gxemple de codage binaire des 4 v
(Plus SirﬁpleIEeim?m?ZS bma%res- 0, 01, 011, Olll.b e _—
0/01 fournit un exje; Lloe age binaire cllcs Yla,leuls a./. 3 tld\:;S«O(fr (f;)?m%u;; ni(;zi
déchiffrable qui n’estp on ‘r}e Peut plus e émentaire de code-sou miq
Mo verron pas p1eﬁxe). _ . e o
source diSCr;ti‘z;tiOlS QL}’II gst toujours possible de C?TLStT"lL'LT‘B, ’a partlr d'\\mc
fois compact (dépCCEzamme”'e W, un code-source uxlnguement d(?chlﬂ"rable ala
source) et préfize | C :t ) en moyenne un nombre minimum de bits paf‘ valeu{'—
: ¢ construction de code-source compact et préfixe fait

Pobjet de I’algorithme de Huffman.

e sont pas instantanés 7 As-

aleurs a, b, ¢, d a

2:2 4 oy o2 :
Inégalités classiques et ler Théoréme de Shannon

Venons-e s, qui vont nous permettre de

> n tol.lt d’ 5 i 5 i g

co er B A% abord & de}lx inégalités célebres, g i I s
mmencer a discerner ce qui est réalisable et ce qui ne I’est pas.

Lemm
e: inéealitd
R P e g
alphabet-source V =
constitué = {vy,v2,...,v ainsi qu’ :
tué des d symboles oy, a9, od A’lors’ el e o S
ceey . .

. 1Sa1n ap-

paraitre des mots (éléments d
e §*) de lo -
l2, .., [0(vm)| = Ln si et seulement si ngueurs |p(v1)] = &, p(vz)| =
£ 1 &
i %+"'+dl_m=zd_li51
i=1

2. Inégalité de McMillan: En revanche, dés lors que

m

1 1 1
dh +C—l'l;+...+d—l;_—_2d—li 1

i=1

il n’y a pas de code uni
) quement déchiffrable ¢ : g
paraitre des mots de longueurs respectives [; lz(p : Vl — ¥* faisant ap-
) 3 9im.

En consé i :
i p:;lcznf;eCf;;ailostscodcies-sgurce blna’ires peuvent étre immédiatement
puisse avoir affaire & un code un'CO N PI‘Opo?es.sont trop courts pour que l?n
e s he: pak POVOL & équeénent dgf:hlffrable. Ainsi est-on certain Oan
e Alikabat lot'er e maniere uniquement déchiffrable le,sp2é
e e o 1 g 2 4a 113n en utilisant seulement des configurations bi-
FRE conﬁgurati’ons, b’inairlcla - En effet, en appelant Iy, ls, .. ., ls6 les longueur e
IR  binaires, on aura ; St e it e




Remarc

1NOnS aussi gue d-
S AUSs! que dans les ov

1 alls K
Propose les exemples

élémentaires & 4 valeurs (V = {a, b, ¢, d})

1 a - Ge U > . < < el
g n QO 3
i l.llt-"‘:LilLtE (i(. I\lt}t‘n (Ct U.IIE eg ’ : ) e .

Naons i £ . g bﬂhté
Nous disposons déja d WL R
Ja de tous lgs ingrédients permettant d’énoncer le

lesquels

N

ler Théoréme de Shannor

~coding Theorem?”) :

Considérons . i
1S une source discrete sans mémoire W = (X1, Xo,. .-, X, .. .) util-

isant 'alphabet s = utre ¢
ource VYV = {171‘ Vo, ... ,pm}; supposons en outre que I"'Entropie

de W vaut HW) = : :
elled vaut H() H = h, et que l'on dispose de d = 2 symboles pour coder W
(mots de code binaires). Alors

1. L ; ) -
a lf?n.g}l,eif.r moyenne [(¢) des mots apparaissant dans un code unique-
ment déchiffrable ¢ : V — S* vérifie nécessairement

() = h
2. Tl existe un code uniquement déchiffrable ¢ : ¥ — S§* vérifiant

llp) <h+1

En se restreignant toujours au cas particulier ot S = {0,1}, un code (binaire)
optimal ¢ a donc une longueur moyenne I(p) vérifiant

HW) <l(¢) <HW)+1

En fait, dans la situation présente (absence de mémoire), en passant a des
extensions d’ordre supérieur (concaténations), on obtient

HW™) < (™) < HW™) +1,

et il reste a diviser par n pour voir que

»le nombre moyen de bits utilisés par caractére source peut étre rendu arbitraire-
ment proche de l'entropie HW)” !

Dans tout ce qui précede, on entend par code (binaire) optimal un code-source
s Y o—= {0,1}* uniquement déchiffrable et de longueur moyenne minimale
parmi tous les codes-source binaires uniquement déchiffrables ; on parle alors

aussi de codes compacts.

Remarquons aussi que ce premier théoreme classique de Shannon s’énonce plus
généralement dans un contexte ou les symboles de codage utilisés ne sont pas
nécessairement binaires : si I'ensemble des symboles de codages utilisés est
S ={01,02,--- ,04}, On pourra affirmer que

1. La longueur moyenne I(p) des mots apparaissant dans un code uniquement
déchiffrable ¢ : V — " satisfait nécessairement

h
log d

,l(so)wz

9. 1] existe un code uniquement déchiffrable ¢ : V — 8™ satisfaisant,

h
l £l s te ,
(?) ~ logd +1
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v ’] 1
ituation, de calculer 1 (,ntr(.)pm
telle situe ennant cette adaptation,
s C1Noyoe " .
base d ; M 13}’ & doit avoir une
1l @

111 )
En d’autres termes, il (-011\.'iv11(lm., (lnns.n’n’(.
de la sourte en utilisant des l<)14§”]‘ll’]”~n;‘/? ((‘I)r;limz
on pourra encore aflirmer quun code Opy
longueur moyenne [(ip) vérifiant

HyW) < l(p) <1+ Ha(W)

ilisé des logarithmes en base d o
(Péeri , A preciser que on a utilise des ,
('éeriture Hd()/\)) sert a préeiser

dans le caleul de Pentropie de la source).

2.3 Construction d’un code-source optimal :
Algorithme de Huffman

: la
i1 est naturel de se poser la
Au vu de Pénoncé du ler Théoreme de Shannon, il est natu
question Sulvante :

» .

Comment pourrait-
male en prenant
la source 27

: fman
La bonne nouvelle de cette fin de chapitre, c’est que I'Alg orzthTC de- HuffT né
bermet de construire un code-source compact qui a le bon gotit d’étre instanta
(i.e. préfize) |

enne mini-
on construire un code-source de longueu'r'mog‘/l i
Z , 5 )
en compte les différentes fréquences d’apparition de

Naturellement, cet algorithme vise & attribuer des mots de code ” légers en bits” a
Cceux des caractires-source apparaissant fréquemment, les caracteres-source plus
rares pouvant se voir attribuer des mots de code plus lourds. En P'occurence,
Huffman parvient & un résultat optimal en utilisant une construction arbores-
cente dont le principe est simple : & chaque étape, il s’agit de regrouper les deux

caracteres-source les plus rares en additionnant leurs fréquences d’apparition ;
ce faisant, on passe & un alphabet-

source plus restreint, et algorithme touche -
a sa fin lorsque cet alphabet-source ne contient plus qu’un seul caractére. Dans
cette situation finale, on se trouve en fajt 3 la racine d'un arbre dont les feuilles 4
sont justement étiquetées par les caractores de l'alphabet-source d’origine. Reste .
alors & parcourir cet arbre

epuis la racine jusque vers ch
ptimale un mot de cod

¢ binaire & chacun des i
caracteres-source, en suivant une convention : dans I'exemple ci-dessous, les

"montées” correspondent & un ‘0’ et leg descentes & un '1’.
~» Algorithme de Huffman : exemple 4
dans le cas de 5 caractéres a, 3,7,
tives 0,35, 0,1, 0,15, 0,2, 0,2, quelle pourrait &tre 1, longueur mo
(binaires) apparaissant dans un code-source uni
Le calcul de ’entropie de notre source donne i

d,€ apparaissant avec les fréquences respec-

yenne des mots
quement déchiffrable optimal ??
ci

HW) = -(0,35~log0,35+0,1-10g0,1+0,15-10g0,15+2x0,2-10g0,2)
: 2,2

Il n’y a donc aucun espoir de dépenser moins de 2,2 bits par valeur-source
moyen s’approcher de cette borne infér

moyenne), mais on peut espérer s } :
ication de 'algorithme de Huffman dans ce cox
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11

. 02

foocom\e

______________________________ "Codage"

et donc le code-source  : V — {0,1}" tel que
¢(a) = 00, ¢(8) = 010, o(y) = 011, p(5) = 10, p(e) =11

Ce code-source a le bon gotit d’etre instantané, tout en fournissant des mots de
code ayant une longueur moyenne minimale au regard de tous les codes-
sources binaires uniquement déchiffrables que I'on pourrait envisager !

Cette longueur moyenne vaut ici

(o) =2x0,35+3x0,1+3x0,15+2 x 0,2 +2 x 0,2 = 2,25 bits,

on est donc déja "tout pres” de la borne inférieure infranchissable H(W) = 2,2,
et il n’y a aucun espoir de dépenser en moyenne moins de 2,25 bits par valeur-
source ... 4 moins d’avoir recours A un codage de la source par couples de valeurs,
ou encore par triplets de valeurs, etc.

Dans le cas présent, les couples de valeurs-source sont au nombre de 25 (de aa
a ez), et chacun des couples apparait avec une probabilité produit en raison de
I'indépendance des termes successifs de W

(aa apparait avec prob. 0, 352 = 0, 1225, a3 avec prob. 0,35- 0,1=0,035, ...).
L’algorithme de Huffman appliqué & un » dédoublement” de cette source nous
conduirait donc a traiter un arbre binaire comportant 25 feuilles au lieu de 5
seulement ... mais on se trouverait in fine en présence d'un code binaire ou,
en moyenne, légiement moins de 4,5 bits sont dépensés par couple de Ua[eurs;
source, ce qui nous 1':1])1)rocherait de la borne infranchissable (H (W) = 2, 2) et

améliorerait un tont petit peu la situation !
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Shannon et

+ Thm de

2.4  Quelques exercices sur le lex

e ue g exerclce
I’Alg. de Huffman

} se comporte de la

2.4.1 Un code de Huffiman b.c,d,e
\ — , 0,6, 0, €
Une variable aléatoire 117 a valeurs dans A {”
fagon suivante : q } 1
1 e = P{W =¢€;= 35

l 1 == P{W =d} = 2% 12

?{” :rz}:.}-.{;—{” :b}:I'P{U ——(«} 6) { 6
1. Evaluer H(W). .
rs possibles de W, puis

aire avec H ("V)-

i ) 3 8 s u

2. Construire un code de Huffman pour les b de bin
e

comparer la longueur moyenne des mots de ce €0

3. Décoder le message 00101100001 en utilisant ce code binaire.

2.4.2  Un entretien d’embauche

Proche de la retraite, M. Nelson travaille depuis de nombreuses annees cOmme
brésentateur météo sur la chaine Bandrika TV. Au fil de ses nombreuses agnees
de carriere, les prévisions qu'il avait & communiquer ne se sont pas toujours
réalisées, et leur adéquation est résumée a travers le tableau de probal,)qltes
croisées ci-dessous, oti P désigne une variable de Prévision tandis que R désigne

la variable de Météo Réelle correspondante :

P\ R '‘Beau Temps’ | "Mauvais Temps’
‘Beau Prédit’ 5/8 1/16
‘Mauvais Prédit’ 3/16 1/8

1. Alphonse, jeune étudiant débordant d’ambition, obtient un rendez-vous
aupres de Mme Whynot, directrice de I'information & Bandrika TV. 1l lui

tient les propos suivants :
"Embauchez-moi ! Je saurai chaque soir prédire du beau temps pour le

lendemain avec mon sourire le plus ezquis, et ce faisant je me tromperai

moins souvent que le pauvre M. Nelson.”
Alphonse a-t-il raison de tenir de tels propos ?

Mme Whynot rassemble ses esprits et, & la lumire des cours de Théorie
de I'Information qu’elle a pu suivre dans sa jeunesse, décide de ne pas

engager Alphonse pour remplacer M. Nelson. Pourquoi 77

Aprés avoir éconduit Alphonse, Mme Whynot ordonne d’archiver les valeurs
de P puis les valeurs de R correspondant aux 1'000 dernitres journées
de travail de M. Nelson. Quel est le nombre de bits requis pour un tel

archivage 7

. Un stagiaire intelligent décide d’appliquer I
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2.4.3 Codes de Huffman

On considére une source produisant
A = {a,b,c,d, e}, et les différents
les 5 valeurs de la source -

1, 230 ,-1330:, G, 166, 41311
2. 111,100, 0,101, 110
3. 10,110, 01, 111, 00

aléatoirement des valeurs au sein de I'alphabet
codes binaires ci-dessous sont proposés pour

4. 10,0, 110, 111, 101

A-t-on affaire & des codes préfizes 7

Peut-on considérer chacun de ces quatre codes comme des codes de Huffman
pour la source en question ? .
Tenter un décodage du message '11000101000111° en utilisant successivement
chacun des codes proposés. Que se passe-t-il dans le dernier cas de figure ?

2.4.4 Applications ludiques du ler Thm de Shannon

1. Quel est le nombre moyen minimum de questions a poser a Alice pour
savoir of1 celle-ci a placé le roi sur un échiquier 7 (L’échiquier ,comport.e
naturellement 64 cases, et chaque question posée appelle une réponse bi-
naire : OUI/NON). .

Quelle stratégie précise appliqueriez-vous pour étre certain de poser, en
moyenne, un nombre minimum de questions ?

2. Quel est le nombre moyen minimum de questions a poser a Bol? p?ur
identifier précisément les 4 cartes qui lui ont été distribuées (a partir d'un

jeu de 32 cartes) 7

3. Combien de questions seront nécessaires, en moyenne, pour parvenir a
déterminer l'ordre dans lequel un croupier a mélangé un paquet de 52

cartes 7

4. Appliquer I'algorithme de Huffman dans le but de définir une suite de ques-
tions appelant des réponses binaires (OUI/NON ) et visant & déterminer
la valeur apparue dans un lancer de dé conventionnel.

5. Charlie a lancé deux dés & six faces équilibrés et enregistré la somme des
deux valeurs apparues. Il vous est demandé d’identifier cette valeur en

posant & Charlie un minimum de questions (appelant une réponse binaire).

Quelle stratégie adopteriez-vous ? ’ -
(Indication : ici encore, algorithme de Huffman pourra s’avérer utile).

6. 81 picces d’argent (identiques en apparence) sont placées sur une table,
ainsi qu'une balance & plateaux. Il se trou\ve que I'une de ces pieces est plus
lourde que chacune des autres, qui quant a elles sont toutes de méme poids.
On vous demande d’identifier la piece singuliere en utilisant un nombre
minimum de pesées, la balance ne pouvant fournir que I'une des trois
réponses : ”plateau droit plus lourd”, ”plateaux équilibrés” ou ”plateau
gauche plus lourd”.

Quelle stratégie adopteriez-vous 77

19
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- de Huflman b
de codes de I Lan ont pour longuenurs
C

2.4.5 TIdentification ngue
tte seule informa-

i ok ode de Hufft
On suppose que les mots (binaires) (l~11111 (]i el d i o
respectives I} = 3, lp = 2, l3 = 4,14 = 1, t5
tion pour identifier le code en que
Quelle méthode pourrait-on metire
fications dans d'autres cas de figure
du code de Huffman sont connues) ?

stion.
en oeuvre
(ot seules les long

A de telles identi-

- procéder g0
pour proc s binaires

eurs des mot

-}
oublement de la source
e de produire les -

=~ [ <D N

{

. N Amoire s.uSCOPtibl e sh~y A L {
On considere une source discréte et sans mémolre W ent. Ok or \.{511‘ 137 °h ¥
valeurs a, 3, v avec prob. 0,5, 0,3 et 0,2 respectivement. )

2.4.6  Algorithme de Huffman et déd
Vv {

L. Calculer I'entropie H(W) de cette source.

) onstruire ur
2. Appliquer I'algorithme de Huffman dans le but de co e des mot
source compact pour W, et évaluer la longueur moyenne aes
code-source. Conclusion ?

) code-
s de ce

y 2 e

3. Appliquer lalgorithme de Huffman & un dédoublement W( ) de la ‘SOUI'({)

W, les 9 valeurs-sources aa, af, ..., vy de W) apparaissant avec prob.
0,25, 0,15, ... , 0,04.

4. Evaluer la longueur moyenne des mots du code-source obtenu & la question
précédente. Conclusion ?

9. Reprendre les expériences évoquées aux questions précédentes dans le cas
ol les prob. d’apparition de o, B, s’élevent & 0,45, 0,33 et 0, 22.

2:4.7 Codes-source binaires et ternaires

Une source discréte et sans mémoire W fait apparaitre les valeurs AB,C,D,E
avec les prob. respectives 0,3,0,3,0,2,0,1,0,1.

1. Construire un code-source binaire optimal pour W en appliquant Ialgorithme

de Huffman. Comparer H (W) et la longueur moyenne des mots de ce
code-source.

2. Comment adapter 'algorithme de Huffman afin de passer 3 un codage ter-
naire des valeurs-source 4, B, C, D, E, en utilisant les symboles —1/0/17

2.4.8 Codages d’une source binaire

On considére une source discréte et sans mémoire produisant 1a, valeur 0 avec
prob. 0,9 et la valeur 1 avec prob. 0,1.

1. On décide de coder le bloc 000000 avec Je seul symbole 70’ et tout, autre
bloc uvwzyz avec les sept symboles °’ luvwxyz’. Quel est alors le nom-
bre moyen de bits dépensés par valeur-source ? Comm

, ) ent se compare ce
- nombre moyen avec 'entropie de la source ?

0 ombre

2. Utlhse 1, | hme dtef Huﬁ’man appliqué & des extensions d’ordre

AR
o



3 Les canaux bruités et leurs capacités
3.1 De

Disposant maintenant, avec |
de mesurer une Incertitude,

la notion d’enty Op1e a celle d’information

1% o] b] - g
a fonction d entropie H, de la seule facon raisonnable
nou

» g ‘ S Pouvons nous poser la question suivante :

Etant donné deux variables aléatoires X et v (éventuellement interdépendantes),
comment mesurer la quantité d information ay sujet de X fournie par la con-
natssance de Y ¢”

Pour reprendre nos expériences standard
rait s’imaginer par exemple
de dé a 20 faces, t

des paragraphes précédents, on pour-
que X désigne le nombre tiré au sort par un lancer
andis que Y est une variable de Bernoulli indiquant seulement
si ce nombre est premier ou non (Y =1 si le résultat du lancer est un nombre

premier, ¥ = 0 sinon). Bien entendu, la connaissance de Y nous renseigne

(partiellement) quant & X ; comment quantifier convenablement l'information
fournie par Y au sujet de X ?

La réponse naturelle, dans ce contexte, consiste & mesurer cette informam?n,en
calculant la ”quantité d’incertitude sur X” ayant disparu au m(’)men_t ou l'on
prend connaissance de la valeur prise par Y. En termes mathématiques, on
définit donc I(X;Y), information portée par Y sur X, & travers la formule

I(X;Y) = H(X) - HX|Y),

le terme H(X|Y) désignant P’entropie de X conditionnellement a Y ; cette
entropie conditionnelle pourra étre calculée comme suit :

si le couple (X,Y) est a valeurs dans E x F, ou E = {v1,v2,...,0m}, I =
{wy,wq,...,wn}, et si

P{X =v,Y =w;} =m; (1<i<m,1<3<n),

on définit, pour chaque 1 < j < n:

HX|Y =wj) = - Y_P{X =]V =w;} logP{X =iV = w;},

i=1

i ne sur les valeurs prises par Y':
et l’on a ensuite, en effectuant une moyen

H(X|Y) = iIP’{Y =w;} - H(X|Y = wj)

j=1

idérati i lque sorte un ”cheminement naturel” per-
sidérations constituent en que min | .
Ceitcoi de calculer entropie conditionnelle H(X|Y') puis 1’1nformal.:10n I(X; Y)
;ﬂe t zzureusement les propriétés du logarithme nous donnent ensuite ’occasion
or ; s do
de simplifier les calculs de H (X|Y) et I(X;Y). Il s’avere en effet que

H(X|Y)=H(X,Y) - H(Y),

ot H(X,Y) désigne 'entropie de la variable discréte Z = (X, Y), & valeurs dans
ExF!
On aura donc

I(X;Y) = H(X)-HX|Y)
H(X) - [H(X,Y) = H(Y)]
H(X)+HY) - H(X,Y),

{l

I

21
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en sorte que
1)+ H
Jle portee

1y X) = 1(X:Y) = ;
portée par X sur ¥ et ce

par Y sur

prenons le

f\}_“(:l :]i‘:]:“ entre I'information
Avant de 1'était pas gi évident atl (lqmll
passer anx canaux Lruités puis aux ¢ calculs de capacités,
priétés 1es plus significatives de H et I.

temps de
ps de récapituler certaines des pro
t(‘b cl(‘ [1 (,t [

Quelques propriétés importan

e (P1): on a H(X : i 1

bl X) >0, P égalitié H(X) = 0 n’ayant lieu que S on est
ain de la valeur prise par X (pi = 1).
o (P2):
pour p = (p1,p2,---»Pk) variant dans T, 00 & H(p) < logk,
1 1
) = (B koo B

Pégalité ay
é ayant lieu sculement pour (p1,P2>-

N (I 3)' étan 400
. . t d AQ 7 k
onneés p, q E]O;—}—oo[, (pl,pg,...,pk) E]O; [ :(Q17 qz; -

JO§ "‘Oo[l tels que

k l k l
p= . — . s
;pz,q ;qj,p+q—;pi+;q;;=l,

on a
H(p1, p2
v P2y - - -5 PR 1, - =
qd1, 42, 'an) - H(p7q)+pH(%’BZ7,EJC_)
+qH( E N _‘I_lp) ’
e (P4): pour q q’ ;
m et n entiers strictement positifs:
gl L
mn’ mn’ "’ _)~H_i
&L heEC, )
n'n’ " 'n

. (P5) si X
est
ke i J;me v.a. & valeurs dans E = {v
{wlwa? ’wn}, en posanlt’ ?, . ()’(vm} SF e,
S 7Y) et i

P{X =v = =

ky ¥ =

V =w} =mpy (I<k<m,l<I[< )
. n),

on a
H(Z)=H(X
P
) == mulogm; < H(X
= 1< H(X)+ H(Y),

e (P6): dans le mé
e meme cont
- exte, on pourra tout aussi b;
1en remar
H(X|Y) < H(X) P

avec égalité seulem ) ¥
(Intuitivement : el H(int d'ans R '
certitude sur X diminue gom‘i indépendantes.
es lors que I’ '
on a pris ¢ .
011'

naissance de la
valeur
) auquel prise par Y,
o _c‘as cette 1ncert1tude est mchasnaguf )Sl X et y sont Ind
S el ée ependan

R
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3.‘) " . ’
2 Quelques modéles de canaux bruites
communication de Shannon, ou une

I{(\\p

ve oo i ) )

nons au “2eme maillon” du schéma de ha
sur un canal bruite.

Suite S . .
de symboles (c.g. des bits) est transmise

Source ] BRUIT
9 Informatipyn Lransmettettp—m - — - - - = |Récepteur Destinatio
~.
Message Signal — gRyrT Signal regu Message
127

Comy
',n'ent Conuy 1 > . . ’
S % ent-il de modé bruit présent sur le cana
Deﬁnltion; éliser le P
Restrej
d rei 1 5 ) ) . )
8Nons-nous aux canaux bruités discrets et sans mémoire, pour lesquels :

1. Ve miasssite &
ﬁmljst‘%bsage a transmettre est une suite de symboles pris dans un ensemble
2. Ch:
: 1C e o _ ' \
acun des symboles de cette suite est transmis fidélement ou encore

altér:‘ 3N i S
€, et cela de maniere i.5.4. pour toute la suite de symboles a trans-

mettre.

PIUS récigéd .

S = ?a' lsemer}t’ st § = {oy,. .,04} est ’ensemble de symboles original et

est modélj'. 4 » 0/} un nouvel ensemble de symboles, le traitement du message
IS¢ au moyen d’une matrice P — (Pi,j)lgz‘gd,lgg’gd/ de taille d x d', en

sorte que
P { Symbole recu = 0’| Symbole émis = 0i} = Di

pour chaque terme de la suite finie de symboles & transmettre.

Re » s, 0 \ 7 o,
marque et définition: d’aprés la définition méme de la matrice P =

(pi,j)lgigd,1Sdef, on a
V(i,j)E{l,...d})({].,...d/}, pi; =0

et
dl
Vie{l,...d}, ) pij=1
7=

(Les coeff. de P sont positifs ou nuls, et la somme des coeff. de chaque ligne

vaut 1).
Lorsque d' = d (matrice carrée), on dit que P est une matrice stochastique (cf

étude des chaines de Markov).

Quelques exemples célébres de canaux bruités:

1. Canal binaire symétrique:
icid=d =2etX =Y ={0;1}, chaque symbole binaire & transmettre
est soit transmis fidélement (avec probabilité p), soit transformé, en l’au_tm

symbole. (avec probabilité ¢ =1 — p) ,»' en sorte que

RS pCTR BT RS m}’:«:-.u\uzﬂggih :
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3 ¥ ;o2 -

O ili"f()(illlf ‘ I (‘l —(; li“ > t L]
(A ¢ llll(? :'1%\, l’ 1

e S o 11, ¢ S e\ e e

P:(P q)
q- p i

1 changeant la ma-

S af e :
oup #plet ¢ =1 ~ g}

. Canal d’effacement binaire:
iord =2 6t ¥ =

binaire & tr
soit transfo

{01}, mais @ = 3 ot 3
ans‘rnettre est soit transmis fidele
ImMe en un symbole illisible (

= {0;1;¢}. Chaque symbole
ment (avec probabilité 1 —¢),
avec probabilité ), en sorte que

Pies l-¢ 0 £
0 l—¢ ¢

Comm Scéde - _— .
e prt‘ccdimment, on pourra considérer des extensions d’ordre n ou 'on
« 1 p 7 . N . . 1
passe de ¥ a X", de £/ & ¥/ et de P & P(™) matrice de taille d* x d".
Par exemple, dans 'extension d’ordre 3 du dernier canal ci-dessus, 000 est trans-

f(;rmé en 000 avec prob. (1—¢€)3, en 001 avec prob. (1 —¢)?, en 101 avec prob.
e“(1 —¢)...

N.B.: dans le ler modele (binaire symétrique), la transmission est satisfaisante
si le parametre p est proche de 1 ou encore proche de 0...
Par contre si p = % il n’y a plus rien A faire, le message est entierement perdu!

~Deux questions fondamentales :
1. Comment mesurer la qualité de transmission sur un canal bruité donné 7
9. Comment remédier au bruil pour retrouver le signal original 77
~Quelques suggestions relatives 4 la deuxieme question :

e Découper la suite finie de N = k-n symboles a transmettre en k “tranches”
ayant chacune 7 symboles.

e Transformer (allonger) chaque tranche de n symboles en une nouvelle
tranche & n' symboles (n' > n), dans le but d’introduire une certaine
fiabilité dans les transmissions.

Exemples tout simples :
considérons un canal binaire symétrique et fixons n = 3.

1°) Premiere possibilité: on choisit de répéter chaque tranche a transmettre,
en sorte que

000 ~ 000000, 001 — 001001,...011 — 011011, 111+~ 111111

‘ Les tranches de 3 bits sont transformées en tranches de 6 bits, & 'arrivée
- les erreurs de transmission éventuelles sont parfois détectées.
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s pransmetire: e.g.
lus chaqu® tranche & transi
is ou pits

1 vy 11121111

11
(m+ 1) bits, ol

deux fo

00

Variante: on répete

000 — 000000000: 1+~ 00100100%

ranches de 3

(3]
s

bits sont transformees en t
je répétitions.
er un geul bit & 1 ;
ant la somme (binaire

Les tranches de 3

m désiene le nombre ¢ -

1 jC a fin de chaq

on choisit de Ia:]tol,xtl s S
Hit va

3°) Autre possibilité:
ce dernier 1

tranche & transmettre,
de la tranche:
000 s 0000, 001 — 0011, 011 ~+ 0110, 111+ 1113
4 bits, & 'arrivée

Les tranches de 3 bits sont transformées en tranches de
les erreurs de transmission éventuelles sont parfois détecteées.
on est beaucoup plus » sconome en bits !

plus de fiabilité ...

Avantage de la derniere méthode:
tte d’atteindre

Avantage de la méthode a m répétitions:

Dot le L )
1o)ouclcs questions fondamentales ci-dessous :
omment concevoir un code correcteur d’erreurs qui perme

de place” ¢

»”
un n ni lité .
5 5er§am n%veau de fiabilité” tout en ne prenant "pas trop
uel es . mini ] : '
s Pbli lallongement minimum des messages qui est rendu nécessaire par
zigence d'une fiabilité élevée ¢
bilité élevée ?

3° ;
Le)2?§mflnent concevoir de tels codes correcteurs a fia
. ‘s : :
Théoréme de Shannon fournit une réponse précise a la 2eme de ces ques-

Définition:
on consideére issi
encore un canal de transmission bruitée discret et sans mémoire

donné par natri =

r une matrice P = (p; j)1<i m
e ' . ij)1<i<d,1<j<d', les ensembles de sy ~
rants et sortants étant S = {o1,...,04} et 8 = 4G50 ms g(’l,} o

[ ] Si e 3 une v g i
pp q ¢ i J '..1‘

a travers P, en sorte que

ot/
P{®(X)=0j|X =0} =pi; (1<i<d,1<j<d)
e La capacité C du canal de transmission considéré est alors défini
nie par

C = s;pI(X,‘I’(X)) = max I(X, &(X))

Quelques remarques:
Souvenons-nous de ce que

X, 8(X)) = HX) — HXIR(X)) = H(X) + H(S(X)) ~ H(X, 8(X)) > 0

considéré st donc un nombre réel > 0, et I(X, ®(X))

cité C' du canal
. . travers sa loi, donnée par un vecteur de probabilité

Scanned by CamSca{nner



L’identité
sup [ (X L,

signifie qu'il y a un (ou plusieurs) v :

sup est atteint. v 1s) vecteur(s) (p1, pa, .. ,Pa) pour le(s)quel(s) le
Exemples de calculs de capacités :

1°) Capacité d’un canal binaire symétrique :

dans le cas d’un canal binaire symétrique oty .

Efelen 0ly)

L ={0{g) = m}%xI(X,@(X)) =1+¢eloge+ (1 —¢)log(l—e)

on vérifie que

Berr}arquon§ qu'une telle expression de la capacité C' en fonction de € est tout
a fait c.onvamcante intuitivement : dans le cas olt € = % (brouillage complet !)
on obtlept C = 0, tandis que pour les cas extrémes (¢ =0 oue =1), C vaué
1,, ce qui cgrrespond 3 la possibilité de transmettre & la perfection (sans perte
d’information). Dans tous les autres cas, C est située dans I'intervalle 10; 1[.

Escllu,isse de preuve : en supposant que la source émette un ‘1’ avec prob. p et
un 0 avec Iprob. g = (1 — p), on obtiendra une variable de sortie Y = ®(X) prenant
la valellr 1’ avec prob. p(1 —¢€) + ge et la valeur ‘0’ avec prob. pe +q(1 —¢).

Il en résulte que

I(X,Y)=cloge+ (1 —€)log(l —¢) — [p(1 — &) + el log [p(1 — €) + ge] — [pe + a(1 — €)] log [pe + a(1 — )]

et une maximisation en p (3 € fixé) fournit alors le résultat annoncé.
92°) Capacité d’un canal d’effacement binaire :
dans le cas d’un canal d’effacement binaire ol

1—e¢ 0 €
P_( 0 1—g a)

on vérifie que
C=C()= m)%xI(X,fD(X)) =1-c¢

nous obtenons une expression de la capacité C en
" fonction de € qui est tout & fait conforme 3 intuition : en 1’absenc<3 d’eﬁ'acemer}t
(e = 0) cette capacité est pleine (C ='12, a n.les.ure que le ’I?aram-etre 81 grz:l1d1t
(de plus en plus d’effacement) la capacite C diminue, jusqu’a atteindre la valeur
0 pour € =1 (effacement complet). i so
3°) Capacité d’un canal de ”brouillage ternaire=
dans le cas d'un canal ternaire pour lequel

Remarquons qu’ici encore,

P=

LS o=
Lol

Wrts i

G que , '
QRS L G mp ARX)) =07
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Theoreme de
ité ond Th
g e le sec
: ’ . anal bruit
3.3 Codage sur un ce

Shannon

indr ‘essentiel
on se restreindra pour l'e

R A T o
par commodite, O

. 1o Wi ie maniere
transmettre une sulte de DItS dg e en
Vil. pour transimetuic e s <nite donnée e
/ - 2 . er ia st
3 <y > a3 etre ameneé a ¢ecoup -
oruiie, on pourra eitre amen e A bits une
R rer chacune de ces tranches de M
puls a transformer chacune

Déﬁnitions :

) s suilt 1 N
* Pour chaque entier N > 1, on note Uy 1'ensemble des suites finies de

Y
T\ AN

bits: Z{_\ = 1’:/2_1)

e Un code-bloc de longueur N est un sous-ensemble C = {¢;. Cg},‘- .-,CK}
logiCl _ logK x
de Un-. Le taux du code-bloc ¢ vaut alors 7(C) = °_,\~ = =% (ol les

‘ogarithmes sont encore €t toujours pris en base 2).

® On appelle alors régle de décodage pour le code-bloc C toute partition
2:--..Ri} de Ux en sous-ensembles disjoints Ri.Rs,... Ry

¢ € R, Co € Ry, ... Ck € Rg.
Une premiére idée intuitive gouvernant ces choix de code

décodage sera de choisir des mots de code ¢, C>
des autres” (au sens de la

s-blocs et de régles de
;- -+ Ck bien "éloignés les uns
distance de Hamming), et de faire en sorte que cha-

Exemples de régles de décodage :

* Regle de I'observateur idéal: le bloc recud = (dy,..., dx) est décodé
comme ¢; si et ssi

ji22 e rove o P : r\E A
P{c; envoyé|d recu} lg}asxx {c; envoyé|d recu}
Autrement dit: d € R; si et ssi

Vi #1  P{e; envoyé|d regu} < P{e; envoys | d recu}
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!,.‘.é—\ a1l ~. :'1;_ . { \ 4 )
= g s iy s SRS <8
Illustration sur un canal bin. sym. avec K =8, N = 5:
Supposons que .

[

C = {ex,...,es} = {00000, 00101, 01010, 01111, 10000, 10101, 11010, 11111} k

rAG W

i)
et que le bloc d = 10010 est requ aprés transmission.

L’application des regles du maximum de vraisemblance et de la distance min-
imum donnent alors le méme résultat: selon ces deux regles, d = 10010 est
décodé en ¢; = 11010, ou encore en c¢5 = 10000,

De manitre générale, dans le cas d’un canal binaire symétrique, les régles du
maximum de vraisemblance et de |

a distance minimum fournissent le méme
décodage.

En revanche, sans une connaissance des

probabilités d’apparition de chaque
bloc ¢, cs,

--+:cg a l'entrée du canal bruité, on n’est pas en mesure de fournir
un décodage selon la regle de l'observateur idéal... Dans le cas d’apparitions

€quiprobables pour ¢y, co, . .. ;Cg, les regles de Pobservateur idéal et du maxi-
mum de vraisemblance coincident.

Définitions (suite):

e Etant donné un code-bloc C = {e1,¢a,..., ck } de longueur N et une regle

de décodage R pour C, la probabilité moyenne d’erreur est donnée
par

K
e(C,R) = }I?Z]P’{erreur de décodage | c; envoyé}
j=1

Cette définition n’est pas des plus satisfaisantes lorsque les blocs ¢y, . . ., ey
n’apparaissent pas avec les mémes fréquences.
e On utilisera donc plutét la probabilité maximale d’erreur, donnée par
P A 2 é
ennellyR) = 1273%2];{ P{erreur de décodage|c; envoyé}

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients permettant d’énoncer le 2nd
Théoréme de Shannon dans le contexte des canaux binaires symétriques.
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ing Thm™): '
fixons 0 < p < C.
et de regles de

1, ou "Noisy Cod

Shaninot sy L0 .
. acité C > 0, et

o symétrique de cal

Théorc ond Thm de
Théoréme (2nd Thm
> Ny} de codes-bloc

yinair d
JL{C.\7- Kn)s N

Considérons un canal |
[l existe alors une suite
décodage telle que: o satisfaiseat
1. Chaque code-bloc Cn est de longueur N et a un taux Tit

7(Cn) £ p.
2. Les probabilités maximales d’erre

lim c,,wg;(CN-RA") = 0.
N—+0c0

ur sont telles que

Autrement dit:
st l'on accepte de transmett ,
pourra atteindre une fiabilité arbitrairement élevée!

re & un tauz situé sous la capacité du canal, on

Utilisation du 2nd Thm de Shannon sur un exemple: i
Supposons que 'on cherche & transmettre de manicre fiable une longue suite de

bits sur un canal de capacité C' =0, 77.
II convient alors de procéder comme suit:

1°) Découper la suite originale par tranches de M bits, out M est “raisonnable-
ment grand “.

2°) Attribuer a chaque tranche de M bits un bloc de N bits (mot de code),
ou N = f%]\/ﬂ, et spécifier une regle de décodage Ry pour le code corre-
spondant, en sorte que emqz(Cn, R) soit "petit”.

3°) Envoyer des mots de code de longueur N sur le canal de transmission
bruité.

Dés la parution de Darticle fondateur de Shannon en 1948, chacun aura pu re-
marquer que la preuve de ce second Théoréme requérait nettement plus de tra-
vail que celle du ler Théoréme. En outre, la preuve originale fournie par Shan-
non pour ce 2nd Thm était manifestementnon-constructive, et cette fois il ne
g’est trouvé personne (pas méme Huffman) pour proposer dans les années suiv-
antes un algorithme permettant de réaliser les prédictions du Thm en matiére
de codes correcteurs ... En fait, il aura fallu prés d’'un demi-siecle d’efforts
de recherche pour que soient découverts les premiers codes correcteurs ayant
un taux proche de la borne de Shannon (turbo-codes, présentés pour la lere
fois par Claude Berrou et Alain Glavieux lors de I'International Conference on
Communications de Geneve, été 1993).

Complément au 2nd Thm de Shannon:

Réciproquement, si {(Cy,Rn); N > Ny} est une suite de codes-bloc ayant des
taux 7(Cy) satisfaisant 7(Cn) > p’ pour un p' fixé dans I'intervalle |C; +00[, on
a nécessairement

emaz(CNyRy) — 1.
—++oc

: Aﬁtrement dit:
a _M_‘cl;d,eAsk tau:_v.szftués au-dessus de la capacité du canal, il n’y a plus de transmis-
sion fiable qui puisse étre envisagée !
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3.4 U
11 exemple de code correcteur

Au sein des codes e

ment un bOU“-GSpacC:I\IEZIEEISI CIles codes Zmemres dont les mots de code for-

po”“f”' Voici done b Qﬂe 19 (z/ ‘7Z) , ont rapidement joué un role im-

sous forme d'exercice : op C“P e de code linéaire (code de Hamming), traité

étant - le SOUS-enhemble s oml(/iere le code-bloc de longuem@ défini comme
e (Z/2Z)" constitué de tous les vecteurs binaires

U = (y
(U, uo,. ... » Ur) satisfaisant la condition
(5] 0
U
H xtu=H éj = §
sE |
w 0

ol H est la rmatr
t la matrice & coefﬁ(‘lents dans Z/‘)Z donnée par YR TE ™
7 ‘: ¢ 2 P . &0 \Y:U:"\( J\ -4 $&y

1. “Tit ouver quelques mots de code u ﬁgm ant dans C.

0/ r 0.1
L] 01 1
13 1 01

RS e
“‘\-{ . - % b
‘\.) (e f:f:‘.{ AR 70

2. Trouver le rang de la matrice binaire H. En déduire quil y a en tout 33
mots de code dans C. Quel est le taux de transmission correspondant?

3. Montrer que la distance de Hamming séparant deux mots de codes dis-
tincts vaut au moins 3 :

V(u,u’) € C?, u#u = Ag(u,u’) >3

Montrer que si une erreur au plus est commise lors de la transmission d’un
mot de code sur un canal binaire bruité, le mot regu est plus proche du

mot de code envoyé que de tout autre mot de code.
On suppose que le mot de code u € C est envoyé sur ce canal binaire,

que 1’on recoit le mot » = u + ey, le terme d’erreur e; comportant un ‘1’

A ’emplacement 7 et des ‘0" aux autres emplacements.

Montrer que l'on parvxent 4 retrouver ’emplacement de cette erreur en
effectuant le produit H x*r, en sorte que C C (Z/ 2Z) fournit un code-

bloc permettant de corriger les erreurs isolées.

6. Trouver un minorant intéressant de la probabilité maximale d’erreur
dans le contexte d’une transmission de tels blocs de longueur 7 sur un

Canal Binaire Symétrique de parameétre d’erreur € = 0, 1.

et qu’une erreur exactement est commise lors de la transmission, en sorte

o
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S0t Quelques oxercices supplémentaires
S Caleuls de Capacités P -t
. o . et M "ir'
Caleuler Jos Capacites des canaux hruités suivants " ki
1.

Le Canal Binasy Sumetrigue, donue par la matriee

1'-(“:_«5\ (li:‘\,) 5 ¢ . 4{’(/

e Asymetngue, dound par la matrice €.

, _f (1=¢) ¢ )
; ( & (1= A

2 Le Canal B

that

on ef # e
3. Le Canal Binaire Symétrique & Effacement, donné par la matrice

P (I=a-23) Qa 3
—‘( Q 1-a-3) 8

. 5 o ; 5
4 Le Canal (sans mémoire) donné par la matrice

10
P=1]01
01

5. Le Canal Ternaire donné par la matrice

L1 1
3 3
p={ 1 11
111
3 3 3
6. Le Canal Ternaire donné par la matrice
1o
P=t1 12
313
3 3
7. Le Canal Ternaire donné par la matrice
1, 1
2
1
3 0 3

8. Le Canal Quaternaire donné par la matrice

P=

- O Ol

O Ol
O i3~

- O O

9. Le Canal Quaternaire donné par la matrice

(1-¢) € 0 0
: £ (1-¢) 0 0
2ek SUONY LRNORT NECRE DA T

0 0 % 3 (1'-.6);- !
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3.5.2 Reégles de Décodage :

~  a B = < = ST6 Y ; 3 £} 7
Sait € = {65795« cx } € Sy un code-bloc de longueur N.

1. Si les mots de code ¢y, c2. ..., Cx apparaissent avec prob. 7“— vérifier que
les regles de lobservateur idéal et du maximum de vraisemblance sont

identiques.

Si ces mots de code sont transmis sur un canal binaire symétrique, vérifier
que les regles du maximum de vraisemblance et de la distance minimum

sont identiques.
3.5.3 Décodage sur un Canal Binaire Symétrique :
On considere un Canal Binaire Symétrique de paramétre d’erreur g = 2

1. Dans le cas d'un code-bloc de longueur 3 donné par ¢; = 000, ¢, = 111,
prouver que pour chaque mot transmis la prob. d’une erreur de décodage
vaut 322 — 222 (on la régle du max. de vraisemblance est appliquée).

2. Dans le cas d'un code-bloc de longueur 5 dont les mots de code sont tous
les mots binaires de longueur 5 comportant exactement deux 717, quelle
est la probabilité de décoder ”10001” alors que I'on a envoyé "11000” (en
employant toujours le max. de vraisemblance)?

3.5.4 Regles de Décodage (suite) :

On considere le code-bloc C = {¢1,¢o,c3,¢4} C S4 donné par
c; = 1000, c; = 0110, ¢3 = 0001, ¢4 = 1111,

les prob. d’apparition de ces mots de code étant

P(c,) = P(cy) = % P(cs) = P(cy) = %

Ces mots de code sont transmis sur un canal binaire symétrique de paramétre

d’erreur g=1-p=0,1.
Le mot 1001 est recu; comment sera-t-il décodé si I'on emploie

1. la régle de I'observateur idéal?

2. la regle du maximum de vraisemblance?

3.5.5 Utilisation du 2nd Thm de Shannon :

1. Un Canal Binaire Symétrique de paramétre d’erreur g = 0,05 parvient
a transmettre 800 bits/seconde au Récepteur. Combxen de bxts/secode
peut-il transmettre de maniére fiable? ‘

2. Un Canal Binaire Symétrique peut transmettre (phy81quement) Jusqua
800 bits/seconde au Récepteur; on sait par ailleurs que ce méme G

- peut transmettre 500 bits/seconde de manitre ﬁdble '
Que peut-on en conclure? iz
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3.5.6 Utilisation du 2nd Thm de Shannon (suite) :

Une source discréte et sans mémoire d’entropie 15 bits /mot-source est connectée
a un Canal Binaire Symétrique de parameétre d’erreur ¢ = 0,1 qui peut trans.
mettre (physiquement) jusqu’a 10% bits /seconde au Récepteur.

Si la transmission doit étre effectuée de manidre fiable, combien de mots-source
peuvent étre émis par seconde?

3.5.7 Capacité de deux canaux montés en série :

On considére un premier canal transformant les symboles d’entrée A/B/C en

£ 0
symboles de sortie D/FE suivant la matrice P = 0 1 , puis un second
p (1=p)

canal transformant les symboles d’entrée D /E en symboles de sortie A/B/C

suivant la matrice P’ = ( L' 0 )
0 ¢ (1-gq)

3.5.8 Capacité de canaux binaires symétriques montés en série :

On considére n canaux binaires symétriques (CBS) fonctionnant de manitre
indépendante avec un méme paramétre d’erreur par symbole €.

Ces canaux sont montés en série, au sens oti un symbole Xy entrant dans le
premier UBS' est transformé en X a sa sortie, X 1 entre dans le deuxiéme canal
et est transformé en X, avant d’entrer dans le second canal, ..., X,,_; sort de
Pavant-dernier canal et est transformé en X, & I'issue de son passage par le

dernier canal.
Quelle est alors la capacité du canal correspondant & un tel montage en série ?

(Rappel : il s’agit dévaluer n}YaXI (Xo; Xn)).
0

Que se passe-t-il pour n — 400 ?

3.5.9 Capacité de deux canaux montés en paralléle :

On consideére deux canaux bruités donnés respectivement par les matrices P =
(pi,;) et Q@ = (k1) t.q.

Vie [Ldi], Vi€ [1;d1], P{X' =X =w}=pi;

et
Vk € [1;do] Vi € [L;dy], P{Y' =uly = vk} = qry

On suppose que le premier canal a pour capacité Cy et que le second a pour
capacité Cs. e AT
Quelle est alors la capacité du canal correspondant & un montage en Paf@”?lﬁ
de ces deux canaux ? G
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