A L )
ORA=STATE ¢

S mmdutc pécifique (M32[)") cf tout a I heure
S maths partout derriere les nouvelley tochnolcvues

- -;"3 ik modélvsatmn aléatoire )h, L,\«z:;\ m\uu

ks basts et trois exemples

€ “univers" = ensemble de tous les possibles
o © M{mesure de Jprobabilité” = application qui associe & chaque
: évgncmx‘.nt & associe lo probabilité que £ se produise, notée PE)

SEHE) = 01 F est impossible
L PE) = £ eat certain
w A B =0 Aet 8sont mrump.mb!v-

e PIACE) =AY » P(B): At B sont indépendants
Al ‘
?_' (%B) g mobah:hvé s.cmdmcnnallc de B s »dmnt A, notée &"4(!3)

LR REE B oim
L O PR LT T

Modeliser L aleatoite

erocabuiayre
gléa oire == dO au hasard (~ stochast:quc)
o modele = ideal mathematique pour décrire la réalite

La théorie des probabilités est une théorie mathématique destinée 3
maitriser et quantifier le hasard

Trots regles v R e
® 0= P(E) <1 VAR N
® 5 AN B = 0 alors P(AU B) = B(A) + B(B) ey =
@ si A et B sont indépendants alors P(AN B) = P(A) x 58}

Cunst.qucnccs ‘
o () = 0 et mn) -t
e P{AU B) = P(A) +B(B) ~ P(ANB)
o F(AN B) = P(A) x Ba(B)
@ 5141 = Ap AL U A, avec fes (A 2.3 2 incompatibles, atoss
i‘(B) w w(;\,)m,“(s) + B(AN P (B) 4o+ P(ANPALB)

On en dedun L\i.&mum FORMULE DE BAYES |
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361 Probabihtﬂs ot Starlst;ques Semest:e S
; 7>semames svec 1 interfo durant la semaine du Ler octobre (Intl)

e 1 DST durant [a semaine du 5 novembre (DST1)
o 7 semaines avec 1 interro durant la semaine 77 (Int2)
. ® 1DST durant la semaine du 14 janvier (DST2)

& note du Module = 3(IntL + Int2 + 3 x DST1+3 x.DST2)

ATTENTION : cela va passer TRES vite !

DUT Infa Semestre 3 tModule M3201' Proba-Stats

@ Variables aleatonres et simt i
© Théorémes limites et intervailes de confiance

e hap\tres

© Tests statistiques
- @ Chaines de Markov

imulations -

ATTENTION : cela va passer TRES vite !!

DUT nfo © Sanestre 3 fModile M32015% Proba-Stats

Pourquoi un module de proba-stats ?

de 100% gagnante

& AMPHI:: slides et/ou tableau

Je suis présent.e=> je comprends et je prends des notes = je retiens

e TD ou TP : fiche distribuée
“J suis actif.ve = je comprends = j'apprends et je sais refaire -
6 HOME Je travaille cours+TD+TP et je refais exples+exos -
- Yai une question 7
. #AE, chargés de TD, B2-01, email...
- 3. Jesuis absent'e & une interro? ;
S je préviens mon chargé. de TD et je justsﬁe auprés du secrétanat

rattrapage en f«n dé semestre.

& Pour gagner au loto ?

@ Pour ennuyer les étudiarits ?

© Pour éveiller I esprit cnthue 2.

© Pour comprendre la modslisation mathémanque 7

DUT tnld 8¢

iRt

3T MAdU M0 U Prbd Stats

N SR AR
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On dit que fa variable aléatcire U suit Tz foi uniforme sur 0.1] s

N

m

0.1, U< x)=x
aPULSx}=0sx<0.PU<Xx)=1six>1

Dessinez Iz fonction x = P{U < x) !

Lot uniforme sur 0. 41 (stite)

"Remarqus/Vocabulaire

e la fonction x € R — PU < x) s'appelle fonction de répartitionde

@ cette fonction est croissante, limite 0 en —oc &t limite 1 en +00

SX
® pourtout x dans R, P{U < x} = } £{2) dt avec une fonction £

£S5 &

EfUY = Med{U) = 1/2, ['espérance et Iz médiane valent 1/2

& Var{lU) = 1/12, I3 variance vaut 1/12

€ on a souvent bescin d'une famille {t4, s, . ... Un) de vaa. iid. de loi
uniforme sur [0, 1], autrement.dit

Pxr, oo X € 1001 PU; € x50 000 Up € 30) = X120+ 2 Xn

1} est évident -)... mais 2} ne {'est pas ;-(
dans 3} "i.id.” signifie indépendantes et identiquement distribuées

‘Remargue

aet bsontdesreelstels que a < b

- T ———

Si U prend ses valeurs "au hasard” dans [0. 1} alors 3 = {b — a}U prend ses
valeurs "au hasard" dans {2, 5] Et la réciproque est egalement vraiel

On en déduit

® un principe de simulation 3 partir d'une v.a. unif. sur 10, 1

® une propri¢té/définition:

V' suit une loi unif sur [a. b} & Vy € [a. b P(V < y) -

—~

DUT bl - Sewivee 3
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Lot normale N(0:1):

Définition :

On dit que la variable aléatoire N suit 1a loi normale N(0,1) si

o AN
% X 2 \. ¥
¥x-€ R, ::"’(N<x)=f —_— e 2 4t
R / S

Zios 7

Remarque/Vocabulaire

@ Iz fonction x € & +» P(N < x) s'appelle fonction de répartition de N
@ cette fonction est croissante, limite 0 en —o0 et limite 1 en o0
» la fonction t - f(t) = 7‘2; e“‘2/2

s'appelle densité de N
Faites un dessin ! il . Y0 ms T €

ot normale N(m.o2)

Soient m € R et o €0, +o00
Datinition”

Cn dit que la variable aléatoire Z suit la loi normale N(m, 0?) si

227 git fa loi N(0,1)
a
On en déduit
= un principe de simulation a partir d'une loi N(0,1)

A ¢ . sile 2/ 2
& {3 densite d'une v.a. de loi N(m, 02): t 1 —be e~ (E-m?/(20%)

Va2

OUY it

Sereyie i

Loi normale N(0.1) (suite)

P S—

Proprietés

@ E(N) = Me_d(N)‘ o 0 I'eSpéraﬁ&e et la médiane valent 0
@ Var(N) =1 la variance vaut 1

= 1 . " Foge 3
@ il n'existe pas de formule pour calculer e P2 4t on utilise *

: o ; Jioo V21
donc des valeurs approchées (table, logiciel,...) S

1) est évident ;-)... 2) ne l'est pas ;~(

s @y aB s X 3 wAC
Module M3201 = Statsiet Proba

DUT Info < Sentestre §

Loi normale N(m.o?) (suite)

Soient m € R et o €0, +oof

S e e

Si Z suit la loi normale N(m,‘o"’.)k‘alors ol

CE(2)=m et Var(2) —

Savez-vous pourquoi?... :
e (2 e /

(e TV

7

i
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Bernoulli & partir d'une loi uniforr

En utilisant les proprietés suivantes de 'espérance :
Seient X et Y des varizbles aleatoires ot soit ¢ ¢ B
E(X + Y)=E(X)+ E(Y) et E(cX) = cE(X)
et de fa variance
0

Soit X une variabie aléatoire et soit ¢ £ B

Var(X + ¢} == Var(X}) et Var(cX) = c:'Vur(X)

31
> \1 :K‘ I3
e | “w\\\}gl{}id.b!?’f\\

G s
oMpdole 0T Bt vt Privty

Soit 1/ une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]

Soit I . &~ [0, 1] une fonction de répartition (cad une fonction croissante
svec limites 0 en oo et 1 en 4o0) tq. il existe une fonction

G0, 1) - B verifiant Yx £ [0. 1] ¥y ¢ B, G(x) <y + x5 Fly)

o anpose X = G{{J)

% alors pour ot y ¢ ®, PIX <) = Fly), autrement dit
; X a pour fonction de répartition F
P(U < F(y)) = F(y)

Ensffet, B(X < y) = P(G{U) < y)

Soit U une v.a. de loi uniforme sur {0, 1]
Soit p un nombre réel entre O et 1

e on pose B = 1{U < p}, cad
B=1 st U<p,; B=0snon

@ alors B suit une loi de Bernoulli de patamétre p, cad

P(B=1)=p et P(B =0)=1~p

PAGde ML S S

rx 1
x € R s e e

o V2E
@ loi exponentielle de paramétre 56 o g :
pone e de paramétre X ¢ il suffit d'inverser fa fonction

XERY 131 ~ @™

s Joi de khi-deux - il suffit d'inversar {numériquement} fa fonction

i
n

S g % B Pol L wd
X g s -/ St e ot
)

J{

O TORTY R O e

G o
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miulations

. Geométrique a partir d une [oi uniforme sur [0, 1] , Bien d'autres recettes de simulations encore...

Binomiale 3 partir de lois de Bernoulli :

L SN

Soit Uy, Us, ... une suite de v.a. i.i.d. uniformes sur [0,1]

; ‘Recette e ; e i i
Seit p est un nombre réel entre 0 et 1 e ; e
R R S, e onpose Z=DB1+By+:-++ Byoit(By,...,Bn) est une famille i.i.d, -
Recgtte = ; : ) de Bernoulli de paramétre p

@ on pose Ge = premier indice k tel que Uy < p, cad o alors Z suit une loi binomiale de paramétres (n, p)

{Ge=k} & {Ui>p,Uz>p,.... U1 > p et Ug<p} Khi-deux a partir de lois normales N(0,1) :

- @ alors Ge suit une lof géométrique de paramétre p, cad ‘Recette

= 2 2. 2 ou (N, ... N)estubne
] = k) = p(1 - p)k-1 . * e on pose K = (N1)? + (N2)? -+ -+ + (Nk)? ot (N, ..., Ni
v ahlige AN AR R famille i.i.d. de lois normales N(0, 1)

o alors K suit une loi de khi-deux & k degrés de liberté

Modile M3201° < Stats et Proba

@ lois uniformes sur [0, 1] et sur [a. b]

o lois normales N(0, 1) et N(m,o?) ) B P Ve g &
@ simulations ULtn "Z\’@/b. A ( i 0y - /i
» principe a partir d'une loi uniforme sur [0,1] 4 o2V é / 70 (/'(«U'\/‘

» lois classiques déja programmeées

e

PRy FURE SO S 1Y o)

- %h
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ki

13 Son & fa Yomaton & x

3, POBT Tt X &) - 1, =1,

&

o S g

o

y e bafin o 3
L CEQaNE g8 S3iu

la serie B7 x5

Soit # la fonction donnée par la série entiére

Application; calcul de

HixeRm H{(x) =S5

i

D'apres le theoreme sur les séries entiéres, H est dérivable et sa dérivée est
donnée par

™ 1y =~ X — X e X e

H :xeRwm H'(x) = \ — e T _xx
=7 1 — B &5l / }

ache =1 (n - 1)! L "‘“‘ n

Ainsi H(x) = H'(x) , ¥x € K. Ceci implique que H(x) = C exp{x),
Yx € R, avec C une constante réelle. Comme de plus, H{0) = 1. on en
deduit que

Vx € R, H{x) N i x )

LA

inte par

Rappel: La loi geometrique de paramétre p (0< p<l)estde

PX=n=p(l-p)"'.VneN

On sait maintenant que T p(l=p)" ' =pG1-p) =" (oufl)
ncEN*

On est aussi capable de calculer I'espérance de X:

E(X) :Zn? X=n=Y np(l-p)t=pG(1-p

neN nEN

Ainsi :
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Distribution Au fait, Z P(X=k) = 1" ¢aveut dire quoi 777

keN

Soit X une variable aléatoire discréte 3 valeurs dans N

R ’ : e RO o 1
Qn appelle distribution de X (ou aussi loi de X) la suite Soit (ap)n u‘ne suite de nombres réels. On dit que fa
' (an) converge si la suite
(B(X = k) ken

série de terme général

g n
P(X =k) (Zak)nEN admet une limite dansR
=~ fréquence d'apparition de k parmi les valeurs prises par X s

== densité pour les variables continues On note cette limite Z aj ou encore Z an
keN neN

3

fréquence pour les variables statistiques (hauteurs des rectangles dans les

I

histogrammes . .
) Remarque : si a, > 0 pour tout entier &, alors la suite (X ioai)n est

ZP(X =k) =1 Strictement croissante et donc, soit elle converge vers un nombre réel, soit
2] elle tend vers +o0.

DUT Info - Semestre 3 Mdttilé M3201 = Proba-Stats

Exemples de variables discrétes avec dne infinité de valeurs

Propriété fondamentale :

DUT Info - Semestre 3 Modiile M3201 - Proba-Stats

Séries entieres

Définition ISP : e
On appelle série entiére toute fonction de la forme x — 3= -(3nx"):

Exemple 1 : Soit X le nombre de personnes connectées a un serveur
série de terme général a,x”, oit (ap)n est une suite de nombres réels

internet a un instant donné. On peut choisir comme modéle

/\k
P(X:k):e‘/\——T, pour tOUtkEN o
k! Théoréme : ;
Soit (an)n est une suite de nombres réels et soit R un réel > 0.
Si la série Z(]an|R") est convergente (< +o0)
neN

alors la fonction F : x € [-R,+R] = F(x) = Z(anx") est bien définie,

X ~loi de Poisson de paramétre A (A > 0 fixé)

Exemple 2 : On tire des objets avec remise dans une population
-omportant une proportion p d'un type particulier,

X : rang du premier objet du type considéré obtenu e
& elle est continue sur [—R, +R] et est dérivable sur | — R, +R] avec
P(X = k) = p{1 - p)*~1, pour tout k € N*
Vx €] = R, +R[, F/(x) = Z (napx"TL).
neN®

"~ loi géométrique de paramétre p

DUT Info = Semestre 3
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Regles de calcul

Soient X une v.a. (de loi) continue et F sa fonction de répartition.

Soit X une v.a. de loi continue qui admet une densité. On note

’S"I_e)éivs'te'unebfc»j.n' A  + P s
e ction. £ : R — R* telle que répartition et f sa densité.

F sa fonction de

o F(b)—F(a)=Pla< X < b)= J2 f(x)dx

o Fest continuesur Ret Ve R, B(X =1) =0

’ o conséquence: P(X < t) =P(X < t) et P(X > t)=PFX >t)
o si F est dérivable sur [ alors Vx € I, F/(x) = f(x)

VEER, /% F(x)dx = F(£) = P(X < 1)

G ——

'aléfs_op appelle 7 la densité de X

Deux propriétés fondamentales : (faire des dessins!)
@ “f(x)dx" représente la densité d'occupation de X,

]
Remarque : pour décrire la loi de X, on donne indifférement sa fonction de
"flx)dx" =P(x < X < x+ dx) répartition ou sa densité ou son nom en précisant la valeur des paramstres.

@ [ﬁof(x)dx =1

oc .
22 ¥ = S - LY o

DUT Info - Semestre 3 Module M3201 - Proba-Stats

Retour aux exemples

DUT Info - Semestre 3 [ Madgle M3201 - Proba-Stats :

Variables aléatoires discretes

Exemple 1 : une variable aléatoire de loi N(0,1) a pour densité (définition)

£y =it
f(x):Ee 2

Exemple 2 : (loi exponentielle) 7 admet la densité (on dérive £7)

, Vx€eR

Exemple : on lance 3 fois une piéce équilibrée et

X = nombre de fois ol on a obtenu Pile
@ ensemble des valeurs (possibles) de X = {0,1,2,3}
f(x)=0six<0; de ™ six € [0, +o00f @ X est une variable discréte de loi binomiale B(3,1/2)

“xemple 3 : (jeu de fléchettes) D admet la densité (on dérive Fp) o en fait la loi de X est donnée par (“(X = i))ke o123 (caleul...)

xemple 4 : une variable aléatoire de loi normale N(m,a?) a pour densité Remarque : P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3) =1
i partir de la densité N(0.1))

1 I (x—m[z
— &3 N R
F(x} ot e 2 Vx €
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Variables aléatoires

C'est quoi une variable aléatoire?
» C'est une application X: expérience aléatoire > nombre réel

Exemples

- dans un parc informatique, X = la durée de vie d’'une machine
- lors d'un match de rugby, X= nbre d'essais marqués

- dans un lancer de fléchette, X = distance au centre de la cible

Quel est le comportement de X 7

- Il est donné par la ioi de X c'est-a-dire
"la probabilité que X prenne telle ou telle valeur"

DUT Info - Semestre 3

Mechife- M3201>

Exemple 3 : jeu de fléchettes avec cible de rayon R, on suppose que le
joueur atteint toujours la cible mais ne sait pas viser.

D = dist(centre de la cible,point d'impact de la fléchette)

Alors pour tout 0 < r < R,

P(D < r) = proba d'atteindre le "petit" disque de rayon r

2

= k X = ravec k une constante

Comme 1 =P(D < R) = k R?, on déduit k = 1/(m R?) et donc

P(D <) = (r/R)?

'———-Xﬂ'f

 R2

Wiodule M320Y & ProbaStats” = 00 L i

DUT Info - Semestre 3

\ariables aléatoires contiriues

Définition : , ;
Si I'ensemble {valeurs possibles de X} est fini ou C !., on dlt que (!a ‘Im
de) X est discrete, sinon on dit que (Ia loi de) X est continue.

Exemple 1 : variable aléatoire X de loi M(0.1)

t 1 )’2
VteR, P(X <t) :/ ———e” 7 dx : pas de calcul exact
V2r

Exemple 2 : variable aléatoire T (p.ex. durée de vie d'atomes radio-actifs
ou de composants électroniques) de loi exponentielle £xp(A]

vte BT, P(T > t)=e* : se calcule facilement

DUT Info - Semestre 3 Module M3201 « Proba-Stats

Fonction de répartition

Définition :
La fonction de répartition de la variable aleato:re X est la fonctton

F:teRm F(t)=P(X <t)e0,1]
Remarques :
o P(X>t)=1-P(X <t)=1-F(t)
o la table de loi N(0,1) donne P(X < t) pour certains t > 0
o d'autres tables donnent t tel que P(X > t) = a pour certains o
attention ! bien lire les notices

Madiilé"M3201 = Proba-Stats

DUT Info - Semestre 3
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_Le fameux TCL (ou th. d'approximatioff gaussienne)

Situation : (Xp) suite de v.a. ii.d. avec E(X;) = m et Var(X;) = o2.
On note
S=X1+-+ X,
Themcme EJ:_s’ la hnntb centrale (TLC our TCL)
 Samnm_ (S/m)=m
o/ o et v MO

(convergence "en loi")

Soit S une v.a. de loi binomiale B(n, p). On écrit

S=B1+B2+4...+ B,

avec Bi,..., B, v.a. i.id. Bernoulli tq E(B;) = p et Var(B;) = p(1 — p).
Si nest "grand", le TCL s'applique et donne

: rieiﬁ_"ébfgrbxima{jqn‘gadssienne pour' S de loi B{n.p)

Sln est grand {en pratique n > 30),
: loide S =~ N(np.np(1-p))
=200
loide 5/n A N(p.p(1 - p)/n)

& - Application : calculs “tractable” pour une variable binomiale B(n, p) quand
A - n est.grand.

Reégles d'approximation gaussienne -

Si (Xn)n suite de v.a. i.i.d. avec E(X;) = m et Var(X;) = o2 alors le TCL
fournit les approximations en loi suivantes :

@ pour S=X;+Xo+ -+ X,

S = va. deloi normale N(nm, no?)
n—+oo

o pour X =2 = 1(X; + ...+ X,)

X=5/n =~ va. deloincrmale N(m,o?/n)
n—+o00

Approximation par la [oi de Poisson quand: p est trés petit

Mise en garde : Si S une v.a. de loi binomiale B(n, p) avec
e n grand

e p trés petit

de telle sorte que np soit de I'ordre de quelques unités, alors
I'approximation gaussienne n'est pas valable mais on a

Regle d'approximation poissonienne pour S de loi B{n. g} -
Si n est grand (n > 30), p petit avec np < 10, alors

loide S =~ loide Poisson de paramstre np
n—+00 g

autrement dit, Vk € N, P(S = k) ~ e~ ("KL,)‘
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Moyenne empiriq’\;e

{X,) suite de variables i.i.d. de loi quelconque avec paramétre 8 inconnu
Rappel 1: 1.1.d. ca veut dire indépendantes, identiquement distribuées
Rappel 2: un echantiifon est une suite finie de variables i.i.d.

Soit (X,) une suite de variables i.i.d. de loi inconnue
paramétre inconnu a estimer: # = m = E{X;)

! {Biapreaia.toi des-grands nombres < - 2T EREE DT R ET o
Exemples de lois avec un paramétre:

¢ loi de Bernoulli de paramétre § = p = P(X;=1)

e loi quelconqueé connue ou inconnue, f = E(X1) ou 6 = Var(Xy)
» loi exponentielle, f = paramétre t.q. P(X; > t) = =0t

o loi uniforme sur I'intervalle [0, 8]

avec probabilité 1, i
;(X1+-~--—X,,) — m
On note X(n) = 1(Xy +--: + X,) : moyenne empiriqus

fodi an o Tt - La moyenne empirique obszrvée sur I'échantillon nous informe sur la valeur
E}éﬁn ol e du paramétre 8 qui est inconnue.
1;Onfappielle‘ estimateur de ¢ toute fonction de la suite (Xn)n qui fournit une

valeir approchée de 6 Applications: tests de qualité, marketing, études économiques

DUT info - Semestre 3 Modde M3201 - Proba-Stats

ante empirique

DUT Info - Semestre 3 Module M3201 - Proba-Stats |+ 1

Estimateur consistent

(X, suite de variables i.i.d. de loi inconnue B .
paramétre inconnu a estimer: 8 = o2 = Var(X;) = E(X?) - m? Définition

On dit d'un estimateur F((X,,),,) de 3 qu'il est consistent si

5 l0i des grands nombres -
RIREE 8 limp—s oo F((Xn)n) = 0

avec probabilité 1,

s S § -
~OE o+ XD = (X()? o e
Ao e la moyenne empirique est un estimateur consistent de | espérance

P S - - i e la variance empirique est un esti istent de la variance
Onote V(n) = 1(X2 + -4 X2) — (X(n))? : variance empirique B FESi@ateur canstten a >
P A e max(Xi,..., Xn) est un estimateur consistent de # pour une loi unifoime

~ La variance empirique observée sur |'échantillon nous informe sur la valeur sur [0, 6]
de 02 qui est inconnue.
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Estimateur sans biais

On a’;t dun estlmateur F((X,,),,) de 0 qu /l est sans bla:s si IEF((Xn)) = 9

Exemples fondamentaux :
e la moyenne empirique est toujours un estimateur sans biais de I'espérance

car sy CL)Q(/V\)) C(X\

Un pfer‘niér’ekéhple %

Sondage effectué sur n = 1000 personnes:
600 sont favorables a l'introduction d'ours dans les Pyrénées

La question
Que peut-on dire de
p:= % de personnes favorables dans la populatlon totale 7

X, de Bernouili

< on modélise les réponses par un échantillon Xi,....
B(p), avec p paramétre inconnu 3 estimer

® Ia variance empmque n t pas un estlmatem sans% is de la variance )
O (R TG ]
Lf "
’kav E[X L ( Pi==(Xi+- - +Xa)=p
/(n) est un estimateur sans biais de la variance w .
«/ Comme j est un bon estimateur de p (il est consistent et sans biais); une

car ...

GUT Infa - Semestre 3 Module M3201 = Proba-Stats

Un deuxieme exemple

\)
M

DUT Info - Semestre 3 Module M3201 - Proba-Stats

Intervalle de confiance

estimation ponctuelle de p est donnée par la valeur de p, ici 60%

N

Contréle fiscal chez Bemazone:
(W

sur n = 100 jours, le chiffre d'affaire quotidien vaut en moyenne 50 kE

'l;a question i ey A
A

Que peut on dire de
; m:= chiffre d'affaire quotidien moyen de Bemazone 7

< on modélise les CA relevés par un échantillon Xi, ...,

+

(Xn) suite de variables i.i.d. de loi quelconque avec paramétre f inconnu

La question

K ~ On veut maintenant fourmr un mtervallel dependant des donnees

“  observées tel que, pour une confiance 1 — « fixée,
Plecl)=1-a

Remarques

Xp de loi inconnue 7L o dans la formule ci-dessus, c'est / qui est aléatoire, pas ¢

avec espérance m paramétre inconnu a estimer e S
% 5 @ généralement, on choisit une "grande" confiance, p.ex. 1 —a =95

ﬁi::%(Xl-f—‘--%—X,,):cm

M est un bon estimateur de m (il est consistent et sans biais), une
imation ponctuelle de m est donnée par la valeur de 1, ici 50 kE \V\

OUT Info | Semetee3. 1 Madide MI205 Probia-Stats

—
i 0, de la forme f = [0 — ¢, + ¢]: intervalle de

= o l'intervalle / peut &tre choisi centré sur une estimation ponctuelle ¢ de
confiance bilatére

‘3’ @ ou choisi décentré de la forme [ = [ — ¢, +-oc[ ou encore

I =] —oc,t) + <]: intervalle de confiance unilatére

<

1 Maddle M3201 % Proba-Stats
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Variance s K
Motybmma o2 canin - coris Aelo mstyinag

Définition/Mode de calcul

Fihmmian) Mode de caleul

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N,

2 = x2 B W2
E(X) = T 02(X = n) Var(X) = E((X — E(X))?) = B(X?) - (E(X)
ach Var(X) mesure la dispersion de X autour de sa valeur movenne
Si X est une variable aléatoire avec une densité de probabilite f,

Propriéta .
E(X) = / X F() % Sl : ‘
ES @ Var(X) est toujours > 0 (=0 ssi X est constante)
@ Var(aX) = a?Var(X)
® Var(X + Y) # Var(X) + Var(Y) en général,
égalité si X et Y sont indépendantes

e e M feoy !
O POx-€p0))S

Dans tous les cas, Z(X)="valeur moyenne des valeurs prises par X/

o

Prapriéte - Fespérance est lingaire

E(X+Y) =E(X)+E(Y) et EaX)=aE(X) |y

e D(}K)* (\‘W\SXz o
e
Espérance et variance des lois classiques | Echantillon ; : e,

Définition

Rt i el L A S B

‘ {1 - = AT On appelle echantillon de taille n de la variable X toute famille
: Bernoulli B(p) P P(1—p) (X1, X2, -+ . X,) de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X.
Binomiale B(n, p) 4o np(l = p) ® ¢a veut dire quoi ii.d. ?
— tid. signifie "indépendantes et identiquement distribuges”
Poisson P()) A A _ -
o ca veut dire quoi indépendantes 7
Unifiorme sur (3, 5] (ﬂ‘i‘b)/Q (b-a)2/12 — X1, X2...., X, sont indépendantes si pour tous intervalles
’1‘ lg, caig I,, dans R,
Normale N(m, o2) - o2 PXreh, - Xpel)=P(X1 € h)x - x P(Xn € 1n)
'] o dans quelle(s) situation(s) rencontre-t-on un échantillon ?
Exponentielle Exp()\) -{/)\ (‘4//\) J — a chaque fois que I'on répéte une méme expérience dans les

mémes conditions et de fagon indépendante
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Somme et moyenne empitigue diun échantillon

RS

Si{Xq:..., X,) est un échantilion de la variable X alors

E(Xi 4+ X,) = nB(X) et E (ﬁ;ﬁ) = F(X)
n

Var(X1 SR Xn) 2, nVar(X) ot Viar (Xl A 4 Xn> e Var(X)
n n
Application : soit (By.. .., Bn) un échantillon de Bernoulli B(p)
= 5= Bj+ -+ B, est une v.a. de loi binomiale B(n, p)
= E(S)=np et Var(S) = np(1 - p)
= E(S/n)=p et Var(S/n)=p(1—p)/n

(a5 des variables de Bernoulli

(X.} suite de variables de Bernoulli i.i.d. avec p = P(X; = 1)
©'aprés la loi des grands nombres
1 s>
~(Xy 4+ X,) —~r p avec probabilité 1
n- n—r4-0c

autrement dit “lz fréquence empirigue tend vers la fréquence théorique”

sondages d'opinion

Leecuen sur Véchantillon nous informe sur la valeur de la

CONGUE QUi est inoonnue

Loidas grands nombres

(Xn) suite de variables i.i.d. telle que o2 - Var(X;) < 4nc
On note m = (X)) et S, = Xy + -+ + X,

n

Loi des grands nombres (theoremej
Sn.. <1

==X+ + X)) — > m avec probabilité 1
n n N0

autrement dit “la moyenne empivigue tend vers Lo mey

oy
nne NderIgue s

Ce résultat est FONDAMENTAL en statistiques !

Idée da la preuve: ...
st g e PIEUNVE:

(Cas des variables de lofiinconnue

(X,) suite de variables i.i.d. de loi inconnue
Valeurs de m = K(Xy) et 0% = Var(X,) ~ E(X7) -~ m? 7

D'aprés la loi des grands nombres
avec probabilité 1,

- 1
X(n) = ;,(X; o4 Xy) 5 om

"o 4

1 2 v \2 v
Vi(njy = 7;(X,2 v s XaYy = (X)) i
Application: tests de qualité, marketing, £tudes £conormiques,..
La moyenne empirique et la variance empirique <Loervees s Véechantillon

nous mformcn( sur l(ff‘, valf:urs de m et a* Gi sonl inCGnnues
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