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Les ecercices ou questions précédés du sginbole * demandent un peu plus de réflexion on de
technicité gue les autres mais sent @ la portée de tous, essayez! Les exercices ou questions

précédés du symbole B sont a effectucr sous Scilab, ..

Exercice 1 - Maintenance. Le Service Assistance Maintenance Utilisateurs ("SAMU™) d'une
entreprise a. entre autres, la charge de dépanner tous les collaborateurs de V'entreprise rencon-
trant un dysfonctionnement informatique. En cas de probleme, il suffit de téléphoner a ce service

ot un informaticien se déplace aupres du collaborateur en difficulté si cela s’avere nécessaire.
On compte 7 informaticiens travaillant au service "SAMU”, la probabilit¢ quun informati-
cient du service doive se déplacer aupres du collaborateur est p = 0.40 et le nonibre d’appels
téléphoniques requs dans le service au cours d'une demi-journée est une v.a. notée A" dont la loi
de probabilité est définic par

k 1 2 3 4 5 6 T
F(X =4) | 0.05 0,05 | 0,1]0,25 0,30 | 0,20 | 0,05 !

On suppose enfin que les causes de dysfonctionnement sont indépendantes et que lorsquun
informaticien se déplace pour dépanner un utilisateur, il quitte le service pour toute la demi-

journde.
Soit N la v s
aupres de collaborateurs en difficulté au cours dune demi-journée.
a) Quelle est la loi de probabilité de la v.a. N lorsque X =47
b) Quelle est la loi de probabilité de la v.a. N lorsque X =k (1 <A LT)?
k 'expression de I'espérance de N lorsque le nombre d"appels téléphoniques

.a. égale au nombre d’informaticiens du service “"SAMU™ qui doivent se déplacer

¢) Donner en fonction de
est k(1 <k <T).

(*) d) Calculer I'espérance de X, 'espérance de N
restant disponibles pour d’autres taches.

" ainsi que le nombre moyen de d'informaticiens

QCM. Bob passe des tests de sclection pour une embauche. Les tests sont
ent de QCM pour lesquels deux réponses sont proposées & chaque question.
'autre est fausse. Bob décide de répondre a chaque question en

Exercice 2 -
constitués uniquem
I'une d'entre elles est juste.
clioisissant au hasard sa réponse, indépendamment d’une question a l'autre.

1) Le premier QCM comporte 10 questions. On note X le nombre (aléatoire) de bonnes réponses

obtenues par Bob a ce QCM.
a- Déterminer avec précision la loi de la variable aléatoire X.
b- Quel est le nombre moyen de bonnes réponses que peut espérer Bob?

¢- Calculer la probabilité que Bob obtienne (i) 10 bonnes réponses ; (i) strictement moins de
10 bonnes réponses; (iit) au moins 8 bounes réponses.

d- On note T le rang de la premiére bonne réponse obtenue par Bob, en convenant de noter
»7 = 11" s'il n'obtient aucune bonne réponse. Déterminer la loi de T'.

QCM comporte 20 questions réparties en deux séries de 10 questions. Pour étre

2) Le deuxieme
autorisé a poursuivre la sélection, Bob doit obtenir au moins 8 bonnes réponses a chaque série.
a- Caleuler la probabilité que Bob soit autorisé a poursuivre.

que Bob obtienne au total exactement 18 bonnes réponses et soit

b- Caleuler la probabilité

v
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méthode € ’
ie. Pour cela. on fait

propose une
Jvsé de la

malad

es (extrait d'un DST). On
wnt qui est anad

% AR, (o e (I » IRES é(lic‘ll L8 n
RsCTal Bl eas g et cter une certaine

ons sanguins afin de dete gt
ance un prélever

pour analyser des échantill .
sibir a chaque individu de la population sous surveill
facon suivante :

- sur chaque prélevement individuel, on retire une dose: . o e

- on regroupe les doses 10 par 10, ce qui constitue un lot : chaque lot ¢ o e des 10
‘ la maladic n'est présente dans aucUilc

- si le résultat du lot est négatif, c'est que
au moins 'une des

doses : :
- si le résultat du lot est positif, ¢'est que la maladie est presente dans

doses: on procede alors & 'analvse de chaque dose individuelle. o
1 de malades dans 1a

On préleve 120 échantillons chaque jour. On suppose que la proportior
population est 2% et que les états des individus (malade ou pas) sont indépendants. _—
7 ais , ey, s o A EadS at e < H S
1) Pour un lot de 10 prélevements donné, quelle est la probabilité que le résultat de 'analy

soit négatif ?
2) Soit X le nombre de lots positifs obtenus au cours d'une journée. Quelle est la loi de X

Déterminer son espérance.
3) Soit Y le nombre total d’analyses a faire dans une journée. Exprimer Y en fonction de X

calculer espérance de Y ainsi que la probabilité que Y > 120.
4) Comparer la méthode d’analvse proposée et la méthode “naturelle” qui consiste & analyser

séparément chaque préléevement.

Exercice 4 - Guichet. Le nombre de personnes se présentant & un guichet administratif & une
heure donnée est aléatoire et distribué suivant une loi de Poisson de parametre A (A est une

constante > ).
a) Itant établi que la probabilité que personne ne se présente a cette heure est de 5%. déterminer

la valeur de A.
b) Quel est le nombre moyen de personnes se présentant 7
c) Combien faut-il prévoir de guichets si on veut une garantie de 95% que personne n’attende.

Exercice 5 - Virus et Poisson. Un virus informatique se présente sous denx formes : A et B,
et se transmet de manicres distinetes pour les deux formes, si bien que 'on peut supposer que
le nombre de postes infestés par la forme A est indépendant du nombre de postes infestés par la
forme B. Un poste ne peut pas étre atteint simultanément par les 2 formes de virus. On note X
et ¥ les nombres (aléatoires) de postes infestés par A et B respectivement, et on suppose que
X et YV suivent des lois de Poisson de parametres respectifs o et /3.

1) Quel est le nombre moyen de postes infectés par la forme A du virus? par la forme B7 par

I'une des 2 formes ?
2) Que représente X + Y 7 Quelle est la valeur moyenne de X + Y 7 Quelle est la probabilité

que X + Y wvaille 07
3)* Montrer que X + Y suit une loi de Poisson de parameétre o + 3.

4) 8 Effectuer des simulations pour “vérifier” le résultat de la question 3).

~ Bxercice 6 - Loi normale centrée réduite N(0,1). On admet Je résultat snivant.
- S X est une variable aléatoire qui suit la loi N(0, 1), alors pour tout x réel. lu quantité P(X < z)
-est €gale a une ave donnée par la formule ‘ = : ;

nI 3
%42

4 P(X <x) ;:/ f{f)d{ . avec. f(t): (l,’V§ﬁ)c
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k La table de la loi N{0,1) fournit pour quelques valeurs de 2 entre 0 ot 3.49 la quantité F(z) =
B )

~a) Représenter I'allure du graphe de la fonction f (parité, valeur en 0, limites & Uinfini, ete).
b) Corabicu vaut la limite en +>¢ de F'7 Eu déduire une justification de la valeur F(0) = 0.5
fournie dans la table. Que dire de F(z) pour z > 3.497
¢} En vous aidant du graphe de f et de la table de la loi N(0, 1). compléter les formules sunivantes

pour X qui suit une loi N(0,1).

PX<l)= ... B(X>1)= ...; P(X > 1) =
PX<-1)= ... i P(~-1< X <1)= ... ; B(X <5) =
PX< ..)=5%:PX> ..)=1%;: P(X > ) = 95%
Plca <X <4a)=90%si a = : idem pour 90%

Exercice 7 - Loi normale et bébés. On rappelle les définitions suivantes. 2
A —m

o

sutt la loi N(0,1). Dans ce cas, Uespérance de X wvaut E(X) = m et la variance de X vaut
-\ 9 ‘ N , 2 i N . \ - " P N < Yoo

Var(X) = o°. De plus, on appelle “variable centrée réduite associée ¢ X* la variable aléatoire
2

~ X-—-m

’ s g iy . . : > : 5 I N
Soiecnt m € R et 0 € R, Une variable aléatoire X suit la loi normale N(m,o") si

>

v it

On 5111)1)0;)% que le poids a la naissance, en grammes, d'un nouveau-né suit une loi normale
N(m,o?) avec m = 3200 g ot o = 400 g- En utilisant la table de loi N(0.1), calculer la
probabilité pour qu'un nouveau-né pese

a) plus de 4 kg b) moins de 3 kg;  ¢) entre 2.8 et 3.6 kg.

Exercice 8 - Ordures ménageres. Une agglomération meéne une enquéte sur la collecte des
ordures ménageres. Les ordures sont collectées chaque jour. On note X le poids en tonnes de
déchets collectés chaque jour et on suppose que X est une variable aléatoire qui suit une loi
normale de moyenne mn = 330 tonues et d’écart-type o= 130 tonnes.

a) Quelle est la probabilité que X dépasse 330 tonnes ”?

b) Montrer que la collecte dépasse 495 tonnes pour 10% des jours.

c¢) Quelle capacité de traitement A faut-il prévoir pour que les déchets collectés un Jjour puissent
étre tous ftraités le jour méme avec une probabilité de 80 % (en supposant qu’on ne traite pas
d’autres ordures ce jour-1a)?

d) On appelle jours cxceptionnels les jours (lundi on jours courants) on la collecte dépasse
600 tonnes. Calculer la probabilité quun jour courant soit exceptionnel ainsi que la probabilité
quun lundi soit exceptionnel (prendre garde d’interpréter correctement ces phrases en termes
probabilistes). En déduire la proportion de jours exceptionnels parmi les jours de semaine.

Exercice 9 - RTT. On modélise la durée hebdomadaire de travail des cadres par une variable
aléuatoire de loi normale N(m,c?) avec m = 45h.

a) Quelle est la proportion de cadres qui travaillent plus de 45/ par semaine ?

b) Une étude a montré que 1% des cadres travaillent plus de 60k par semaine. En déduire 1a
valeur de o,

¢) Compléter les affirmations suivantes

= 9% des adres travaillent moins de ...4 par semaine ;

- §~15% des cadres travaillent, entre . h ot . J par semaine (plusicurs réponses possibles).

‘E_x'e‘rc‘]cc 10 - Cliché... Un chef de service quitte son domicile & 8h45 ot S0 T

. ‘ nd, en voiture ¢
- sport, a son bureau qui ouvre 4 9h. La durée du trajet est une variable Nim.o %) av ¢ v (11;
. . } ; hle ; avec m =19
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+ aussi au bureau : elle prend le 1'r§11;1 .a
TR vnu.“méh' ‘. Tanose devant son bureau. ".(;h
Ll qui la dépost = 2y ot N{ra.08)
iables normales .-\‘(HI].(T'{.) : ¥{ma: 72,
Quelle est la probabilite

La cecrétaire du service se

miy et g == 3 ma. Eus & B
: A PO e oy Q
Thid. puis marche 10mn pour prendre un autobus

w 1UAar:
Jets en train ef en antobus sont des var
B -
m, ¢ = 3 mun. et g2 = 4 mn.

] ¥ o
durdes-dos tre
-

aved iy = 42 mn, my = 1010
b) que Ia seerétaire soit en retard ? :
) que le chef de service soit & Pheure et la secrétaire en retard

. on monte
que

: 5 i Ao tion automobile
Exercice 11 - Chaine de montage. Dans une usine de production au
en

T ; b X ey ¢ 3 1 Suppose

sur deux chaines séparées les caisses de voitures et les moteurs correspondants. On supj v

; 5 . 2 5 : 5 tatenre L\ {exprime
¢ montage d'une caisse commence a4 6 heures et nécessite un temps aléatoire X' (exj ;

4 . ; Caifg . CEPOR ant se
suivant une loi normale N(60:3%). Le montage du moteur correspondant

muniies) disrribuc loi
i . i . . . e H g 01
ssite un temps aléatoire Y (exprimé aussi en minutes] de k

falt sur une antre chalue et néce
N(180; 42}

1) Avec quelle probabilité la caisse sera-t-elle terminée avant 6h55 7 :
2) A quelle heure H doit-on commencer le montage du moteur si on veut qu'il soit termine en
tnoyenne au méme instant que la caisse ?

Dans la sutte. on supposera gue ic montage du moteur commence effectivement ¢ Uheure H.
On utilisera qussi le théoréme suvant : “Si Zy et Zy sont des variables aléatoires indépendantes
et de lois normales. et si a et b sont des nombres réels. alors aZy + bZs suit encore une loi
normale”,
3) Combien valent Fespérance et la variance de Y™ — X 7 Quelleest laloide Y — X7

4) Quelle est la probabilité que la caisse soit préte avant le moteur ? que la caisse et le moteur

Soit préts en méme temps 7
5) Les deux chaines se rejoignent en une troisieme

qui doit terminer I'assemblage. Cet assemblage
aire que si la caisse et le moteur se présentent & des instants distan

ne peut se t ts de moins de 5
minutes. Avec quelle probabilité I'assemblage aura-t-il lieu ?
6) Quel écart maximum faudrait-il tolérer entre les instants d’arrivée des deux parties sur la

troisieme chaine pour que 'assemblage puisse étre réalisé dans 90% des cas”?

Exercice 12 - Voyages, voyages... (extrait d'un DST). La durée prévue pour le trajet
Paris-Orldans en train est d = 60 minutes. Dans les faits. cette durée. exprimée en minutes, est
une variable aléatoire D qui vaut d dans 90% des cas et vaut d + Y| dans les autres cas, X
étant une variable aléatoire de loi normale N(0,0%) avec ¢ = 15.

0) A partir de la table de loi N(0.1) et en vous aidant éventuellement d'un schéma,

a- calculer P(X < 15) et P(X > 15)

> 15) =0.32: P(|X]| > 30) =0.05 ;

b-justifier que P{I.X| >
1) a- Quelle est la probabilité qu'un train. parti i I'heure de Paris. soit en retard i I’

P(IX}| > 45) = 0.003
arrivée a

Orléans”?
b- Pour un train en retard. quelle est la probabilité que le retard soit supérieur a 15 minutes ?

c- Etablir (en le justifiant) que la probabilité qu'un train, parti 4 'heure de Paris. accuse &
Farrivée a Orléans un retard de plus de 15 minutes est égale & p = 0.032.

2) Si le retard est supérieur a 15 minutes. la SNCF rembourse 4 chaque passager une somie
forfaitaire de 10 euros. On note ¥ le montant du remboursement & prévoir pour chaque voyageur

transporté.

a- Quelle est la loi de ¥ 7 (justifier la réponse) .

b- Calculer le cotlit moyen du remboursement que la SNCF doit prévoir pour chaque passager.
- Quelle devrait étre la valenr de o pour que ce coit moyen soit divisé par 107

3) Deux trains partent en méme temps de Paris sur deux voies paralleles. _

a- Quelle est la probabilité que le train le plus rapide effectue le parconrs en 60 minutes ? 5
b- Quelle est la probabilité gue le train le moins rapide arrive avec un retard de plus de 15 1,
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pinutes ?

Exercice 13 - tH Loi uniforme dans [0, 1]. Dans cet exercice on appellers “nombre au hasard
dans [0, 117 un nombre obtenu comine la réalisation d™une variable aléatoive de loi uniforme dans

{0. 11, La fonction rand de Scilab répond i cette demande (voir Uaide pour lo syntare).

a) Simuiez une colorme de 10 nombres au hasard dans [0, 1] et tracez un histogramme de 10
intervalles représentant la répartition de ces 10 valeurs.

Recomnmencez avee 100 nombres, puis avee 1000, Que constatez-vous ?

b) Pour n = 1 jusqu'a n = 1000, calculez la moyenne des n premiers nombres obtenus A la
guestion précédente, ainsi que leur variance.

Tracez en fonction de n, les moyennes et les variances obtenues. Que constatez-vous 7 { L'espérance,
¢’est-a-dire la moyenne théorique, dune v.a. de loi uniforme dans [0, 1] vaut ]l:; = 0.5 et la va-
riance théorique vaul ﬁ = 0.0833...)

¢) Simulez 1000 échantillons de taille 100 de nombres au hasard dans [0. 1] (il est inutile et méme
déconseillé d’afficher le résultat !).

Calculez la moyenne de chaque échantillon et tracez histogramme des moyennes ainsi caleulées.

Que constatez-vous ?

Exercice 14 - @ Tests de générateurs aléatoires. Pour générer des nombres aléatoires.
qu’ils soient entiers ou réels. Scilab dispose de fonctions prédéfinies qui produisent des lois
précises. Voici quelques exemples que vous trouverez, ainsi que d’autres, dans la rubrique grand
(prononcez “g-rand”™) de I'aide.

- lois discrétes pour générer des nombres entiers : loi Binomiale, loi Uniforme dans {1.2,...,n},
loi de Poisson,

- lois continues pour générer des nombres réels : loi Uniforme dans [a.b]. loi Normale, loi Expo-
nentielle.

a) Choisir une loi discrete, et les parametres nécessaires. parmi celles proposées ci-dessus et
simuler un échantillon de taille 1000 de cette loi.

Calculer la moyenne de I'échantillon et comparer avec la moyenne attendue.

Tracer un histogramme de la répartition de I'échantillon.

b) Construire une fonction testkhi?2 qui permet d'effectuer un test d’ajustement. Cette fonction
prendra comme variables d’entrée (obs,theo,niv) et fournira en variables de sortie [dist,conc1],
ol

- obs, theo désignent deux vecteurs lignes de méme longueur contenant les effectifs observés et
les effectifs théoriques dans un tableau d’effectifs,

- niv désigne le niveau du test a fixer entre 0 et 1,

- dist désigne la distance du khi-deux entre le tableau observé et le tableay théorique,

- concl désigne la conclusion du test d’ajustément sous la forme rejet ou pas rejet.

c) Utiliser la fonction de la question b) pour effectuer un test d’ajustement sur les données
simulées a la question a).

d) Reprendre les questions a) et ¢) avec une loi uniforme dans [0, 1], puis avec une loi uniforme
dans [a,b] (& vous de choisir a et b), puis (*) avec une autre loi continue.

Exercice 15 - f Loi non-uniforme dans {1,..., N}. Construire, en faisant appel a la fonction
rand, une fonction que vous appelerez nonunid qui prend comune variable d’entrée un vecteur
pde longueur N queleonque et fournit en sortie,

= soit la réponse "p.n’est pas une probabilité” sila somme des coordonnées de p ne vaut
pas 1, :
—Vsoit, si la sormme. des coordonnées de p vaut 1. un entier aléatoire entre 1 en' N de telle sorte
‘que la probabilité d’obtenir § soit égale & p; lorsque p = (p1, pa.. ... py). &

ot
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loi uniforme dans [~1,1].

0 Exercive 18 - I Lot uniforme - encore !
. M e o] “
constitné de 10 intervalles de

1) Simuder un échantillon de taille 1000 de nombre
: ; \ N ¢ y T . -
Calealer I movenne de cet échantillon et tracer un histogramine

4

»s an hasard de

ilatation ot translation.

wmidme nrgeur, ; . 1
| fonction qui, par ¢ s
0 de nombres au hasard

2} En utibisant la fonction rand composée avee une '
pransforme Fintervalle {0, 1] en [ 1. 1], simuler un échantillon de gaille 100
dans [ 1, 1] . 287
(Ni\il.'ll’}r‘!' in“nm.\'t_'nni‘ et tracer un histogranune constitué de 10 intervalles de meme largeur.
Cet échantillon a-t-il la meme distribution que celui de la question a)?
3) Simuter deux dehantillons de taille 1000 de Toi uniforme dans [—1.1]

effectuer les moyennes terme A terme des 2 échantillons. On obtient ainsi un nouve

de taille 1000,

Intre quelles bornes se trouvent les valeurs de cet échantillon ? Quelle est sa valeur moyennce ?
3eme échantillon

(méthode an choix) et
1 échantillon

Tracer Phistogramme. Le comparer aux ceux des questions précédentes. Ce
a-t-il Ia méme distribution que les deux premiers ?

Exercice 17 - & Fluctuations. Choisir une loi parmi celles mentionnées dans l'exercice 14 et
envegistrer dans la variable m la valeur de l'espérance et dans la variable s I'écart-type de cette
loi (il s’agit de valeurs théoriques).

1) Pour n = 10 puis n = 100, simuler n réalisations de cette loi (désignées par X, ... , Xn) et
calenler la movenne X, = 711(.\'1 + -+ X,) de ces réalisations. B
2) Reconmmencer N = 1000 fois la question 1) en stockant les N valeurs des moyennes X,,.

3) Centrer et réduire ces 1000 valeurs en effectuant le caleul de (X, —m)/(s/v/n).

4) Regrouper les 1000 valeurs de la question précédente en 10 classes centrées en 0 et de largeur

1, et tracer 'histogramme correspondant. Comparer avec les histogrammes des autres étudiants

du groupe. Que constatez-vous ? (effectuer les comparaisons pour les 2 valeurs proposées de n).

Déerire précisément quelle conséquence du TCL vient d’étre illustrée.

5) On s'intéresse a la famille des lois binomiales de parametre p. Pour chaque valeur de p allant
de 0 & 1 avec un pas de 0.05, reprendre les questions 1) et 2) avec n = 30 et N = 100 et faire
figurer sur un méme graphique tous les points de coordonnées (p, X,) (pour chaque valeur de
p. il ¥ a 100 points). A quoi ressemble le nuage de points ainsi obtenu? Savez-vous expliquez

pourquoi ?

Exercice 18 - 3 Une valeur approchée de 7. On se propose de calculer une valeur approchée
de = par une méthode probabiliste, appelée méthode de Monte-Carlo. Il s’agit en fait d'une
illustration de la loi des grands nombres et du théoreme central limite.

Méthode : On lance un grand nombre de points dans le carré [—1.1] x [—1.1] et on compte
la proportion de points qui se trouvent a l'intérieur du disque de centre (0,0) et de rayon 1.
D'apres la loi des grands nombres, cette proportion fournit une valeur approchée de la probabilité
de “tomber” & lintérieur du disque. On en déduit ainsi (cf question 1) ci-dessous) une valeur
approchée de 7. on dit une “estimation de #”. De plus, le théoréme central limite permet de
prédire, en fonction du nombre de points lancés, avec une probabilité de 95% 'écart maximal
entre la {vraie) valeur de 7 et la valeur approchée obtenue.

1) Tracer sur une feuille de brouillon “a main levée” le carré [—1, 1] x [~1,1] et le disque de

centre (0.0} et de rayon 1.

Combien vaut I'aive du carré 7 Iaire du disque?

Quelle est Ia probabilité qu'un point lancé au hasard et de fagon uniforme dans le carré “tombe”
“a lintériewr du disque ? ‘

. Comment traduire qu’un point de coordonnées (z, y) est situé & Vintérienr du disque?

- 2) Pour une valeur de n a fixer {(n > 35), simuler le lancer de n points dans le carré (il suffit de

o

0
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S RISTISIER el Oy Greannoar ¢ Bu\\&.!ii,tfez.km } e (%} :

inverionr du disque ot stocker Pestimation de najnsi

;&i‘;i: ochees,

Trop petites”. dans quel intervalle se situent

» théorigue Vintervalle de fluetnation centré sur = dans

il

x

1. Comparer & la question précédente.

Une personne doit joindre 3 correspondants par téléphone. Elle

-

ji;;n.\‘f_:"f chaque correspondant et on admet que les résultats de ses

joindre lors d'une premiore série de 3

¢ d'appels. 3 — X correspondants n'ont pu étre joints. La personne
on note Y le nombre de correspondants

: gans une Zéme friede 3—- X 3}"‘

!
oints aun cours de ces 2 séries.
"=yl pour U Cy<Li-=z

-

'pour 0 < 2 <&

E\(ermce 20 - Duree de vie. La gurde de vie. exprimée en heures. d un composant électronique

P Tt
T

(St iRiPitie

it fonctionnent encore au bout de 30 000 heures.
ation permet de fixer & 1.107° le parametre de cette loi exponen-

- v - |
gus 97.{LY de ces composants

yrobabilité guun ¢ mp0~9m fonctionne encore au bout de 60 000 heures? qu'il
¢ 000eme heure”

estion que 10 composants sont montés en série : le systeme ne
sants fonctionnent.

e systéme fonctionne encore au bout de 10° heures.

artition de la variable aléatoire égale a la durée de vie du systéme:

-~

P
g 58 101.
S

a phrase : “Le systeme dure en moyvenne ... fois ... {moins/plus) longtemps que

chague composant pris §11depencmmmem .

4}* Orn suppose maintenant que le systéme est constitué de 2 composants montés en redon-
dance : e svstéme fonctionne rant que 'un au moins des composants fouctionne. Reprendre la
question b- ci-dessus. et calculer la 172 vie du systeme, c’est-&-dire la médiane de la durée de

vie du sysiéme.

Exercice 21 - Autobus. On modélise le temps écoulé entre les instants de passage de deux
antobus d'une méme ligne & un arrét donné par une variable aléatoire X. Ce temps est mesuré

en minutes et on suppose que X suit une ot exponentielle de paramétre A = 0, 1. ’

3 1} Quel est le temps meyen entre les instants de passage de deux bus? '

2} Alice arrive & Darrét juste aprec le passage d'un bus: Calculer la ;_n‘c;)babilité p(,mr qu'elle

‘at tende. pqu de 10 nu wutes je bus suw‘mn | V '

3) Bob arrive 5 minutes aprés Alice a larrét. Caleuler la pmbahline pour que ’\hu* soit tuujmn

et qu] 11\ m'tvndem ensemble meins de 5 minutes le pmt.ham bus. Py % g
4} Buh ary ne 3 mmuim dpleb f\_nCe alar ret et Ahce est tou;ourt- 1. quilv ost alms la plobabihtv*; i

féatoire continue V7 qui suit une loi exponentielle. On a constaté t‘\pmnncmalcmvm
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s ils attendent epsemble plus de 10 minutes 7

23 R it ; s . U T8 . 2 e v 'y
Exercide 22'- B Ora sous garantic. Soit X la v.a. égale & Uage d'un ordinateur P“”“}-’R
SOLS (PATS g tm et - : v - . (B el e 16 Ve
POUS garantie qui arrive au service aprés-vente d'un constructeur informatique. La garantie dure
3, 34! fT on modehse X par une v.a. continue définie sur [0. 1} dont la fonction de répartition est
Gonnee par x € i, 1) Y F(:z") =PIX <7} =292 o i
1) Tracer sur votre brouillon T'allure du graphe de la fonction ¥ ot montrer que la fonction

L graphe de la fonction & ¢

'A‘é(‘iproqlch de F est donnée pary € [0.1] — F “Hy) = '\"/1_*“\"'??-’7'

2) .z\ partir de 1000 réalisations d'une lo; uniform;'dzms [0.1]. simuler l'age de 1000 ordinateurs

arvivant au service aprés-vente. o -

Y P, \

:isz):l; l;;nl)f;)orilu}é)mm 1(:)‘()OL!CHI(€UIO.Y I'age moyen n.wy(n) et dv; I'age médian ln(_”d(.-n) é\fahl{:s

4)* Calculer les \nleur; ('!lltl,l‘,\_. ‘J“,d\edmr.e un’e oS Aeustin S lispeience SHda TE e
s S (theoriques) de l'espérance et de la médiane de X et comparer avec les

résultats de la question 3) (Indic. : E(X) = 8/15 = 0.53 et Med(X) = V/] - 1/:6 ~ 0.54).

i v »

ftf?:};tcjl(z;o;(,Sfl\ladl(rfinga 1;1((1(?&1_15;'1‘1?‘Is§111i1~f‘ horaire (d'un salarié pris\auﬂ hasard) par une

constantes réelles tc*ﬂvls (]u(: G > 0 g i e o A= e f L ou’C: 3 B8 aiinoRbe

N 2S5 telles @ > 1.ty > 0. Daus les applications numériques, on prendra

a=3.5.

a) Que représente to 7 Calculer C en fonetion de tg et de a.

b) Déterminer la fonction de répartition de X.

c) Quelle est la proportion de personnes qui gagnent moins de 2ty ? plus de 10tg ?

d) Calculer en fonction de to la valeur de la médiane de X. du ler décile de X.

€)™ Le revenu apres impot d'un salarié pris au hasard est une variable aléatoire R égale A vV X.

Déterminer la loi de R (caleuler d’abord la fouction de répartition de R, puis sa densité). }
|

Exercice 24 - Loi de khi-deux. Soit n un entier non nul fixé. On dit qu'une variable aléatoire

K, suit une loi de khi-deux a n degrés de liberté si i, prend ses valeurs dans tout R et si

pour tout 7 € R™, la probabilité P(K,, < t) est égale 4 I'aire comprise entre 0 et ¢ sous la courbe
l ~%

N 9 .. .
représentative de la fonction f, 2 — f(x) = ¢, 227" €72, autrement dit

t ~
P(K,51)= / cnrz teT2dr,
JO

¢ W e L BRI S
ol ¢, est une constante > 0 dépendant de n telle que ¢, f() 2 e idr = 1. | |
Il n'existe pas de primitive explicite de f, qui permette de calculer facﬂement P{& S t). En ;
pratique, pour disposer de valeurs numériques. on utilise done une calculatrice ou une “table de
khi-deux”, ¢’est-a-dire un tableau qui stocke
le réel t tel que P(K, >1)=a
11 1 3 . 3 T valenrs s v (A ¢ “'~ rle<
pour chaque valeur de n (a choisir sur les lignes) et pour quelques valeurs de o (& choisir sur les
). P n 9, puis n = 4, puis n = 10, aidez-vous de votre calculatrice pour tracer | sl—
ol T T Y Sl AR o " a4 limi ~, 'abs-
ora) > la fonction f, (notez en particulier la valeur en 0, la limite en +, la
lure du graphe de la fonct n SRR S e i B 1
cisse du maximum). On pourra admettre que pour tout n =z P ; ,
R T 5 e
R at d'un dessin sur lequel figu-

1 o _ : ' agnant chaque résult
o1 utilisant la table fournie et en accompaghant chaque te:

colonnes).

b) 1
rera Paire considérée, compléter les formules auwu‘m :

£ t . PO -< . e Y yorté
b-1) si K suit une loi de khi-deux a o degrés de libert : i
L R ; ' et AT wO
. | v : {5 < ) = Qe

3 e PG 2 .- ) 20,95 § PEE S e

S B S e = 0705 D P(K 2 e
CUP(L < K5 < .) = 90% (plusieurs réponses possibles)
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b-2) s K4 suit une loi de khi-deux A 10 degreés de liberté :

Z’E(J(l() _? 9312) = ... p(}\’[() S ()342) =
P(K1p <5) = ... ; P(4.865 < Kjp < 9.342) =

Exercice 25 - Clés USB. Un fabriquant de clés USB sait qu'une proportion de 0,05 de sa
production est défectueuse.

1) Il garantit & un client qui achéte 10000 pieces de la rembourser si plus de m clés sont
défectueuses. Comment le fabriquant doit-il choisir m pour n’avoir pas plus d'une “chance” sur
cent d’avoir & rembourser son client ?

2) Le service des fraudes vient faire un controle, préleve 1000 clés et note S le nombre de clés
défectueuses.

a) Donner un intervalle de la forme [50 — a,50 + a] dans lequel S prend ses valeurs avec une
probabilité supérieure & 0,95.

b) Idem avec un intervalle de la forme [0.], puis [y, oo[. Traduire les résultats par des phrases.

Exercice 26 - QCM, la suite. Un QCM comporte 50 questions. Deux réponses sont proposées
pour chaque question, 1'une d’entre elles est juste, l'autre est fausse. Notre étudiant, Bob, est
toujours décidé & répondre en choisissant au hasard parmi les réponses proposées.

1) Sans faire d’approximation gaussienne, calculer la probabilité que Bob ait au moins 25
réponses justes (commencer par calculer la probabilité pour quil ait exactement 25 réponses
Justes en utilisant Uapprozimation n! ~ (n/e)"/2mn, puis conclure par un argument de symétrie).
2) Recalculer cette méme probabilité en faisant une approximation gaussienne.

3) Compléter les phrases “Avec 95% de chance, Bob aura au moins ... réponses justes” et “Avec
5% de chance, Bob aura au moins .. réponses justes”.

4) Le professeur hésite entre deux modes de notation. Le premier consiste & noter +1 les réponses
Justes. 0 les réponses fausses : le second consiste a noter +1 les réponses justes, —1 les réponses
fausses. Quelles notes moyennes Bob peut-il espérer avec I'un et 'autre mode.

Exercice 27 - Arrondis. Dans un supermarché, apreés avoir pesé une marchandise, la balance
électronique délivre un ticket ol le prix est arrondi au centime pres.

1) Pour une pesée, on note X la variable aléatoire donnant, en centimes, la différence entre le
prix indiqué sur I'étiquette et le prix exact. Expliquer pourquoi on peut modéliser la loi de X
par une loi uniforme sur I'intervalle [—0.5; +0. 5]. Calculer I'espérance et la variance de X

2) Quelle est la perte moyenne du supermarché pour 10* unités pesées ? Quelle est la probabilité
que le supermarché gagne plus de 20 centimes pour 10? unités ? perde plus de 50 euros pour 106
unités 7

3) B Effectuer des simulations de la loi uniforme sur [—0,5; 40, 5] pour corroborer les résultats
de la question 2).

* A Taide de ces simulations, donner la valeur critique de gain du supermarché au-dela de
laquelle on peut soupgonner la balance d’étre mal réglée au profit du supermarché, avec un
risque d’erreur de 5%.

Exercice 28 - Surcharge. Un avion long courrier peut transporter 100 passagers et leurs
‘bagages. L'avion pese 120 tonnes sans passagers ni bagages, mais équipage compris et le plein
de carburant effectuc. Les consignes de séeurité interdisent an commandant de bord de décoller
si le poids de Pappareil chargé dépasse 129 tonnes. Les 100 places ont été réservées. Le poids
‘,d"m voyageur est une v.a. X d'espérance 70 kg et d’écart-type 10 kg. Le poids des bagages d'un
voyageur est une v.a. ¥ d'espérance 20 kg ot d’écart-type 10 kg. Toutes ces variables aléa toires
_sont 1‘r§ut\mllement indépcmdam(.is, leurs lois de.probabilité sont inconnues, ‘ ’ o

9
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les 100 voyageurs et leurs bagages seront

11 Soit € la v.a, égale au poids de "avion lorsque |
‘ Vo ol
déerites dans P'énonce.

charges.
2 : x ot B0 . Jifférentes via.
a- Donner expression en kilos de € en fonction des différente

b- Caleuler Vespérance et la variance de €' et donner la loi de € i
“ oftce d’embarguer une partie
¢~ Quelle est la probabilité p que le commandant refuse d’embarguer pi

des bagages afin

os déerites ci-dessus. On fait.

de respecter les consignes de séeurité?
andant

2) L avion doit effectuer 800 vols dans des conditions identiques a ccll ‘ "
toutes les hypothéses d'indépendance nécessaires. Soit N le nombre de vols m’x le '(.(iml!l
refuse d’embarquer une partie des bagages afin de respecter les consignes d(:‘sm‘:untl?.

a- Quelle est la loi de probabilité de N ? quelle approximation peut-on en faire ? &4
b- Quelle est la probabilité qu’au moins une fois parmi les 800 vols, le commandant refuse

d’embarquer une partie des bagages 7

Exercice 29 - Referendum. On considére un échantillon de 1000 personnes aupres desquelles
on effectue un sondage avant un référendum : 450 répondent oud. X
1) Quelle valeur proposer pour estimer p, probabilité qu'un électeur vote oui le jour du serutin?
2) Calculer un intervalle de confiance, centré sur cette estimation, pour le paramétre p avec une

confiance de 0,95 puis 0,98.
3) Proposer un intervalle de la forme [0;...] dans lequel se trouve p avee une confiance de 0,95.
4) Quelle confiance accordez-vous & I'affirmation : “le non va I'emporter™ 7

5) Combien faut-il interroger de personnes pour obtenir une fourchette pour p de largeur 2 x
0,017

6) B Donner le résultat d'un sondage effectud par simulation sur 1000 personnes répondant oui
avec probabilité 1/2. A T'aide d'une boucle, répéter ce sondage jusqu’a obtenir moins de 470

réponses oui. Que constatez-vous ?

Exercice 30 - Mesures physiques. En poste & I'observatoire de Gottingen, I'astronome Carl-
Friedrich Gauss décide de mesurer la distance séparant son lieu de travail d'une étoile loin-
taine. Connaissant fort bien le matériel dont il dispose et prenant en compte les aléas lids
a chaque mesure (perturbations atmosphériques, etc...), il part du principe que chagque me-
sure A ne lui fournit qu'une valeur aléatoire d’espérance d (vraic valeur de cette distance,
en années-lumiere) et d'écart-type 2 années-lumiére. Dans ces conditions, il décide de prendre

un certains nombre de mesures indépendantes My, Mo, ..., M,, puis d’adopter leur moyenne

- My + My + -+ M, ) ) )
M, = - © comme évaluation de cette distance.
n i . .

Combien de mesures indépendantes notre astronome doit-il effectuer pour étre raisonnablement

str (str a 95%) de ne pas se tromper au-dela d'une demi-année lumiere dans son évaluation ?

Exercice 31 - Date limite. La probabilité quun produit alimentaire en vente soit impropre
a la consommation avant sa date limite de consommation est p. La valeur de p est inconnue ;
on cherche & l'estimer. On dispose d'un lot de 5000 unités dans lequel on a trouvé 20 unités

impropres a la consommation. On suppose I'état des produits indépendant entre eux.

a- Donner une estimation ponctuelle de p.
b~ Donner une estimation de p par intervalle de confiance au niveau de confiance 0,90 puis 0,95.

¢- Compléter la phrase suivante et exprimer la en langage courant : 7 Avec une confiance de 95%,

p est inférieur &4 ,.." .

Exercice 32 - Caméras (extrait d’un DST). On considére un pare de 900 caméras de
’~si1m-'¢i11&11¢e supposées indépendantes. ~ ' e

1) Un agent de séeurité est char gé de visiouner les images transmises par ces caméras. [l dispose

d’un seul écran et zappe d'une caméra 3 la suivante toutes les 10 secondes, sans intm:r\u)tionv

0
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et sans jamais revenir a une caméra déja controlée. On suppose toutes les caméras en état de
fonctionnement.

a) Combien de temps lui faut-il pour contréler les 900 caméras ? (donner la réponse en mn).
En fait. la durée de visionnement, exprimée en secondes. de chaque caméra est une variable
aléatoire de moyenne 10 secondes et d’écart-type 0,1 seconde. Les durées de visionnement des
caméras sont indépendantes. On note T le temps nécessaire, exprimé en secondes, a Pagent pour
contréler les 900 caméras.

b) Déterminer une approximation pour la loi de 7" en précisant les parameétres (justifier).

¢) Quelle est la valeur moyenne de 7°?

d) Quelle est la probabilité que I'agent ait besoin de plus de 2h30 pour contréler toutes les
caméras 7

2) Chaque caméra fonctionne avec une probabilité de p = 0,9 et on note S le nombre de caméras
en état de fonctionnement.

a} Déterminer la loi exacte de S, son espérance et sa variance.

b} Fournir, en justifiant votre réponse, une approximation pour la loi de S en précisant avec
soin les parametres.

¢) Calculer (une valeur approchée de) la probabilité que S dépasse 800: que S soit inférieure &
400.

dj Compléter, en justifiant la réponse fournie, la phrase suivante : “Avec une probabilité de 95%.
le nombre de caméras en état de fonctionnement est au moins égal a ... "

3) Dans cette question, chaque caméra fonctionne toujours avec une probabilité p, mais on ne
connait pas a priori la valeur de p. On constate que 180 caméras sont hors-service.

a) Proposer une valeur approchée de p (justifier).

b} Fournir un intervalle centré sur la valeur 0,8 dans lequel se trouve p avec une confiance de
. o00%.
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Module M3201 - MATHS proba-stats

DUT INFO - 83

!}_‘

Question 1 - Que renvoie Scilab a I’ instruction rand(1,10) ”"{U /VLL‘W% i / y }Q,L{,. \
Eta hnst.,uctxon rand(10,10)7 .., V-E,C )
Malie (4o 40\ devny { wr/\/f'vf-fkﬂi &, ] ‘

Qqestmn 2- Q e renvole Scilab & I’ m%truttwn <:{nnvne 7 n= 00 ploth([l n],rand(i,n}}
Q@(»q albudhin @min 0et 1.

Q'uestxon')?) - A quoi ressemble I'histogramme des données gbtenues par l'instruction rand(1,n) ?

Len A2 ko i) m}’@%&xm Do reun | o
Question 4 - A quoi resse es données obtenues dam z par la e de n= 1000 y=rand( ,n) 2 3
z=4ry-1 7 mul(omo.@w (AN@C l? R amun Sun (A 5]
Ave(‘ les mstructmus moy 1mﬁu(y) moy2=mean(z), que]lea valeurs renvoie Scilab pour moy!,moy2’ 7

o 2k 4 i forme @ e,y ALfbat ‘oo o
X=ran n

Queéhon 5 - A quoi reese-mjzfznt es données obtenues dans y par ld. commande n=1000; L |

y=2%x 7 C/(\ &‘ nﬂ/u?/f? /Lﬁ/‘j (_/(./Vu

A quoi ressemblent les données obtenues dans z par la commande n=

=x1+4x2? & . ‘7LL Oelrl ,«1 ,-
moy2=mean(z), quelles valeurs renvoie Scilab pour moyt,moy2 ? <1 /2ille/}

g Apreés les instructions : moyl-mean(y)
A quoi ressemblent les données obtenues dans z par la commande suivante ? &/7 2
g n=1000; xl=rand(i,n); x2=rand(1,n); x3=rand(1,n); z= xi+x2+13 —)’1 2
E

A quoi ressemblent les données obtenues dans S par la commande suivdnte?
| {Q/U‘ M WQEU/\ n=1000; A—rand(n n) Sssum(4, ’r’) | /’ SWWVWLQ

AT M é%gm&axr ' §
- A quolTessemblent les ces obtem(:‘é dan/Lﬁe/ar‘éx ccmmanden 1000; x-rand(l ﬁomal’) \J 4

Questmn

Questions - Amphi du 18 septembre 2018 ' )
j;u 0L %, of

~

-~

00; x1=rand(i,n); x2=rand(1,n);

Qucl est I'allure de 'histogramme des données contenues dans x? (on pourra imaginer un histogramme a 10

classes)
Apres les instructions : moy=mean(x); var=variance (x), quelles \aleum renvoie Scilab pour moy,var?

Comment simuler 1000 réalisations indépendantes de la loi N(m,o?) avecm =30 et 0 = 2 ?

A quoi ressemble I'histogramme des données contenues dans y?
Aprés les instructions : moy=mean(y) ; var=variance(y), quelles valeurs renvoie Scilab pour moy,var?

Question 7 - A quoi ressemblent les données obtenues dan

p=0.3; y=bool2s(x<p) ? A)CH VAL a

A quoi ressemble I'histogramme des données contenues dam y?

Quelle valeur approximative pour mean (y) 0,
Aprés les instructions : n=20; x= rand(i n); z’

entre les 0 et les 17 ~¢> é% é&/ GO
Comment simuler 1000 réalisations indépendantes d une variable ‘aléatoire prenant les valeurs -1,0,+1 avec

probabilité 1/3 chacune 7

s(é par la COIIlllld.ﬂdC n=1000; x=rand(1,n); @ 3
0@ IﬂVba/vm /

00125 (x<0 5), observer z. Que pensez-vous de 'alternance

Question 8 - Que renvoie Scilab 4 la suite des commandes suivantes 7
8=1000; x=rand(1,n); g=1; while x(1,g)>0.3, g=g+1, end; disp(g)
Quelle est la loi exacte d’une telle variable aléatoire 7

Quelle est sa valeur moyenne 7

Question 9 - Quelles instructions Scilab pour simuler 1000 réalisations indépendantes d’une variable de

loi binomiale B(N,p) avec N = 12 et p = 0.3 ?
A quoi ressemble 'histogramme des données contenues dans z 7

Quelle est la valeur moyenne approximative de ces données ?

Question 10 - Comment générer des nombres pseudo aléatoires 7 Autrement dit, comment fonctionne la

gjzrmd’ topme, A Ca i ls, A AT (A ¢ g ""(—)%SO{/“’)
LW F@M/m I‘QCGQ.Y /Y“"AO{L: MF{DM)‘QC’MJ &MV g o
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