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P xasis ]

ntroduction aux chaines de Markov

Un processus stochastique en temps discret est une suite

W = (Xo, X1, Xa,...,Xp,...) de variables aléatoires.
Ce processus WV sera dit sans mémoire si les variables qui le composent

sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).
Il est clair qu'un tel modele de génération de données aléatoires (texte,
image...) est bien éloigné de la réalité !

Comment modéliser de facon plus satisfaisante un texte aléatoire, une

image aléatoire, ou encore d’autres types de sources 77
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Définition:
e Soit W = (Xg, X1, Xs,...) un processus constitué de variables a

valeurs dans un méme ensemble fini ou dénombrable V.
On dira que W constitue une chaine de Markov si les variables quu

le composent satisfont 3 Ia propriété suivante:

quel que soit I'instant n > 0 et les valeurs V0y - - 5 Un, Upy1 € Y12,

siP{Xo=vo, X1 =v1,..., X, = vnt > 0 alors
]P){anvn,Xn_lzvn_l,...,onvo} {Xn—l—l = vn—{—l}

- P{Xn=vn} {Xnp = Unt1}

e En Francais: dans une chaine de Markov, conditionnellement au
présent, /e passé et le futur sont indépendants!

P{Xn:’”n} {(Xn‘H = Un—i—l) A (Xn—l = U1y oo vy i ’U())}
Pix,=v,} {Xns1 = Un+1} P{Xn1=n_1,..., Xo = vo}

(& Vel dy J”/L@C@A&W Ao wé ok /i qu@w/ WU{-\' "'

<

R {
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e On pourra aussi décrire cette forme trés naturelle d’interdépendance
comme suit :

dans une chaine de Markov, le futur ne dépend du passé qu'a travers
le dernier instant du passé !

Premiers exemples de Chaines de Markov:

19) Alice et Bob jouent a I'aide d'une piece en pariant sur " Pile” ou
"Face” lors de lancers successifs; a chaque fois que " Pile” sort, Alice
gagne 1 Euro, tandis que dans le cas contraire c'est Bob qui gagne 1
Euro.

La suite G = (G1,Ga,...,Gk,...) des gains d'Alice constitue une
chaine de Markov: si R; est la variable de Bernoulli prenant la valeur |

+1 lorsque le [&éme lancer donne "Pile”, —1 sinon, on a
k+1
Gr+1 = Z By =Gy + Rygqi
=1
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Une réalisation donnée de G = (G)1>1 pourra &tre représentée par

/f)/ df(/ \ )frr) J
1 ne * hyw ad/w-

Fortune d’A

\

Temps

On pourra par ailleurs représenter /a loi de cette chaine au moyen de
son graphe de transitions:

A¥), v 8 g \@’@"@”@\ RO

12 12 02 ;g

1

ey r o (/ ) \S Y
’.)./g_é%: j J ():\

&
%
g
qe
B
o
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Premiers exemples de Chaines de Markov (suite) :

27) Un scarabée se promene le long des cétés d’un triangle équilatéral
1" = (ABC) dans le plan. a chaque fois qu'il atteint un sommet de T, il
décide de se diriger ensuite vers |'un des deux sommets restants; cette
décision est prise de maniere aléatoire et équiprobable, et le parcours du
coté correspondant lui prend toujours 5s.

La suite (X¢, X;, X2,..., Xk, ...) des positions du scarabées (relevées

toutes les 5s) est manifestement une chaine de Markov, dont I'évolution

pourra représentée graphiquement comme suit : i

P ’k@‘\ ﬂ%fm A= \ X
7\ el Raric
AR R

(TS P s
' ,«;\\\\\w— Pt gl
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Premiers exemples de Chaines de Markov (suite et fin)

3°) Si notre scarabée se promene le long des cotés d'un carré (AB

dans le plan, la suite (Xy. X7. Xo. ..., X},...) des positions du

scarabees (relevées a intervalles regulners) est manifestement une chame

de Markov, dont I'évolution pourra représentée graphiquement comm
suit :

12
O
A 25
12, 12 1/2 ‘1/2
\ b 7N o
(D (©)
172
i @ L{) [ 1 O ‘;'!{L
g 0 D
7 .!’I /
V. J‘g 8 y{"Lj/
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D, Définition:
i 7 & :
" _ /e La chaine de Markov W — (X0, X1, X2,...,X4,...) sera dite
s N\ / < .
~/ homogene lorsque, pour toutes valeurs possibles v,v" € V, la prob.
cond. P{Xj 1 =v'|X; = v} ne dépend pas de I'instant k considéré
\ mais seulement des valeurs W, ok,

4
i
\
\

e Lorsque V est fini (|| = m), en numérotant les éléments de 1 on
pourra poser

\V/(Z,j) - {1,...,77’1,}2, P{Xk+1 :’Uj’Xk :’07;} = Di,j

Ce faisant, on obtient une matrice stochastique P appelée matrice
des transitions de la chaine V. Dans I'ex. du scarabée sur un triangle:

%w . ;(/ﬁ,% ‘We—ﬁ J(Mw[uu Loy
: ﬂ& g‘e&i,’.\‘_“}?: ca
Wordpve 5

L ,
T Gq&@fk 0w o
f\(\,@n%w 9’05@@4 Qs EM Ak .

= N~ O
Vi~ O o=
O = =
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Pour spécifier entierement la loi d'une telle chaine, il nous faut encore
décrire le comportement de la premiere variable Xg. En posant
P{Xy=v;} =m (i=1,2,...,m), on obtient un vecteur-ligne

T = (M1, T2, Tm)

La multiplication a gauche de la matrice de transitions P par 7
permet de passer de la loi de X a celle de X;:

Loi(X1) =7 x P =7
Plus généralement, pour tout instant n > 1:
Loi(X,) = 7™ =& x P"

Dans I'ex. du scarabée, en supposant qu'il se trouve en A 3 I'instant
initial:

o . 11
Lo,()(o) — (1:0; O).Lon(Xl) :(0,2,2) Loi(Xs) = (%,%;i),,
J ;/\ \ | of kg
;"\&5 / =3l ¥ - |- V(
> Bl s T 9 %) Q%: W,}\, “_L:« e
TOUYT S
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.

Déf. : la matrice P sera dite stochastique si elle est carrée a entrées = 0
avec des sommes par lignes toutes égales a 1.

Théoréme (Perron-Frobenius):
Si P = (pi,j)1<i,j<m €st une matrice stochastique de format m x m,

alors

1°) 1 est valeur propre de P (pour les mutiplications a gauche tout

comme pour les mutiplications a droite).

22} 1l existe 7tV vecteur propre a gauche de P pour la valeur 1, tel que |

m
ﬂ_inv.XP s 7_‘_inv.7 ﬂ,/’nv.(l)7 7.‘_inv.(Q)’ o 7.‘.inv. (m) >0 et Z 7_‘_inv. (Z) g

- : =1
QA .g/,l/ 2 ﬁ[t,u_;L S0 Cha/m,a fé/Q /%@‘4(%@&: OFJMZ»

W i) :

VUL C/\"*\/’V}A el f) e
5 L Wu{@@& an ad ous_ Ud}@m‘w\b
e ¥4 ,,@[’ (o X K ] 0 \pj_,«
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Dans beaucoup des exemples que nous rencontrerons, la chaine étudiée
est ergodique ; " est alors unique et s'obtient 3 partir d'une
distribution initiale (7(®) = Loi(X{)) quelconque en passant 3 la limite:

e

™ — lim 79 x P? = Iim Lei(X},) = 7%
n—-+oo n—-4oo

Ainsi obtient-on dans I'exemple du scarabée sur T = (ABC) :

: 111 .
mv. ___ e eq.
" =(z,2,2)=7w%
3°3°3
En revanche, si notre scarabée évolue sur un carré (ABCD), on
mv. __ (1 1 1 1 M A
constatera que @ = (4, 1, 7 Z) sans qu'il y ait lieu de parler d’une

convergence systématique de Loi(X,,) vers =/ |

Pour chacune de ces marches polygonales du scarabée, la mesure
invariante est uniforme ; mais la convergence de Loi(X,,) vers 7™ a2
cours dans le contexte triangulaire, tandis qu'elle est aisément mise en

défaut dans le cas du carré ... Pourquoi 77
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| Autres exemples (Modeles de sources):

e Relever les fréquences d'apparitions de couples (v;,v;) de caracteres
successifs (digrammes) dans la langue considérée (en utilisant un
grand nombre de données textuelles) puis construire une chaine de

Markov conformément a ces fréquences.
® Relever les fréquences d'apparitions de triplets (v;, v, vx) (resp.

quadruplets, etc...) de caracteres successifs dans cette langue, puis
construire une chaine de Markov conformément a ces fréquences.

Relever les fréquences d'apparitions de couples (w;,w;) de mots
successifs dans le lexique de la langue considérée, puis construire
une chafne de Markov conformément a ces fréquences.

Relever les fréquences d'apparitions de triplets (w;, w;, wy) (resp.
quadruplets, etc...) de mots successifs dans le lexique de cette

langue, puis construire une chaine de Markov...
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e Echantillon obtenu a partir d'une approx. markovienne d'ordre 1 des
caracteres latins de la langue anglaise

OUCTIE IN ARE AMYST TE TUSE SOBE CTUSE

e Echantillon obtenu a partir d'une approx. markovienne d'ordre 2 des
caracteres latins de la langue anglaise 1

HE AREAT BEIS HEDE THAT WISHBOUT SEED DAY OFTE
AND HE IS FOR THAT MINUMB LOOTS WILL AND GIRLS

e Echantillon obtenu 3 partir d’une approx. markovienne d’ordre 1 des

caractéres latins apparaissant sous la plume de Cicéron
IENEC FES VIMONILLITUM M ST ER PEM ENIM PTAUL

o Echantillon obtenu a partir d'une approx. markovienne d'ordre 2 des
caracteres latins apparaissant sous la plume de Cicéron

SENECTOR VCI QUAEMODOMIS SE NON FRATURDIGNAVIT
SINE VELIUS
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ce des Chaines de Markov

Pl
 nnveroence o

FEVCE »:‘;‘4;45 1ice d
3

k&=

S & §

Soit (X,,)n>0 une Chaine de Markov homogéne et a espace d'états fini.

~QUESTION FONDAMENTALE :
"Y-a-t-il des conditions portant sur les transitions de cette Chaine de

Markov et permettant d'affirmer que la loi de X,, converge au fil du

temps (n — 00) vers une certaine loi limite 77"

Du simple fait que I'espace détats E = {e1, e2,...,en} est fini, on sait
déja (cf Thm de Perron-Frobenius) qu'il existe au moins une mesure
invariante = = (1, ..., ™) pour notre chaine homogéne (X, )n>o0.
~» Question intermédiaire naturelle :

Sous quelle(s) condition(s) peut-on affirmer que la chaine (X, ),>0

admet exactement une mesure invariante m?
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Déf.:
un état e € I sera dit récurrent s'il est t.q.

P{3n>1:X, =¢/Xy=¢} =1,

autrement dit si I'on est P-presque sir de retrouver ultérieurement ['état
¢ en démarrant la chaine (X,,),>0 en cet état.
Si par contre P{In >1: X,, = e|Xo = ¢} < 1 (il y a une prob. non
nulle pour que I'on ne retrouve jamais I'état e en démarrant la chafne
(Xn)n>0 en cet état), on dira que e est un état transient de la chaine.
’ ﬂ?ﬁp Loe

J(% J RKJ_ (Qi’)ﬂ/vi/’uum\(]f/,é@/hh %m -.
Cé)\ﬂ/(/t%(/wfm WCM ‘0 @WWW{% e T2t
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Dans I'exemple précédent, on voit que I'état ey est transient, tandis que
tous les autres états sont récurrents.

Il nous faut maintenant une nouvelle
Déf.:

e L'état e¢; sera dit atteignable depuis ¢; s'il existe un entier n t.q.

P = P{X, = e;|Xo = e;} > 0

On écrira alors e; — €j; Sl e; est aussi atteignable depuis 3
(€; <= ;) on dira que ces états communiquent (I'un avec I'autre).

e Une partie non vide C de I'espace F sera dite

— fermée si
pi; =0, Ve; € C,Ve; € (E\ O)

— irréductible si
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Proposition 1:
Il'y a une unique partition de l'espace d'états £ de la forme

E:TUC1UCQU...Cpa

ol 7" désigne I'ensemble des états transients de la chaine (X,), tandis
que les composantes C1,Cy, ... Cp, sont des sous-ensembles non-vides,

fermés et irréductibles, constitués d'états récurrents.

Dans I'exemple donné précédemment, on obtient
T'={ex}, p=2etCi={e1},Co = {es, eq,e5, €5}

NB:
on pourrait bien sir avoir T =0, par contre T = E n'est pas
envisageable! On a toujours p > 1, il y a toujours au moins une classe

(non-vide) d'états récurrents. !Mv OJ% Jbofejf /
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Proposition 2:
La chaine (X7 )n>0 (sur I'espace d’états fini E) admet une unique
mesure invariante 7 ssi p = 1, cad ssi il y a une unique classe
irréductible C'; C E d'états récurrents pour cette chaine.
Sinon, des lors que p > 2, il y a pour chacune des classes_/{récurren es C; ‘/Eﬂ%
(1 <4 < p) une unique mesure invariante =[i] t.q. €< S 2

w[i)(Ci) =1 et wi}(E\C;) =0, dose opeat Gose e

et toute mesure invariante de la chaine (X,,),>0 peut &tre décomposée

sous la forme

avec o, g, ...,0p 2

.J A —

5T
d
At
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Dans |'exemple donné précédemment, on obtient aisément
(1] = (1,0,0,0,0,0), (2] = (0,0,3/10,3/10, 1/5,1/5),
avariantes de la chaine sont donc toutes les

et les distributions i
distributions de la forme
7 = (1 —0,0,30/10,3a/10, la/5,1a/5)

pour « variant dans [0; 1].

Revenons maintenant 3 la question initiale : sous quelles conditions

peut-on affirmer que |a loi de X,, converge vers une distribution fixée 1?7

Manifestement :
Si la chaine (X,) n'a qu'une seule classe récurrente, il y a donc une

istribution-limite 7 envisageable, mais un phénomene pourrait

une telle distribution-limite 7 doit &tre invariante!

seule d
encore empéch
|'éventuelle périodicit

or la convergence en loi de X, vers 7 :
é de la chaine!
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Déf.:

e Soit ¢; un état récurrent de la chaine .y
On appelle période de cet état et 'on note Pér(e;) le PGCD de
tous les entiers n pour lesquels

'[),F;’,IL) >0

e Deux états récurrents ¢, et e; situés dans la méme classe récurrente
('; doivent avoir la méme période! Cette période commune 3 tous
les états de C; est apelée période de C;, notée Pér(C;).

o Une classe récurrente (' sera dite apériodique si Pér(C) = 1.

e Dans le cas d'une chaine (X,,) irréductible (T =0,p = 1,C; = E),
on parlera de chaine irréductible apériodique lorsque I'unique
classe ' = F est apériodique.

‘ i 0 Z(‘@FW}WMrJ’@@f 65
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N.B. :

© La chaine (X,,) est en fait irréductible apériodique si et seulement

s'il existe un entjer ng > 1 t.q. U/VL m/JV"Jm j 3 ’{;%
Veie; € B, pi) = (P™), = P{Xn, = j]Xo =i} > 0 ﬂ{ﬂ%w

° Le fait que la périodicité de la chaine (X,) puisse constituer un qw

OA
obstacle empéchant Loi(

Xn) de converger vers la mes. invariante A g
Se voit bien sur I'exemple suivant (véritablement triviall) :
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Théoréme de D&blin:

Soit (X,,)n>0 une chafne de Markov sur I'espace d’états fini
= {61,...,81\/}.

Si (Xy)n>0 est irréductible et apériodique, elle admet une unique
mesure invariante m = (7, 7o, . . ., ) et I'on a

V(i,7) €{1,2,...,N}?, p® — =

n—aoo

En outre, cette convergence est exponentiellement rapide, au sens ol

dxk, K >0, Vn>1, max max ng) —-7Tj’ Ry SR
1<j<N1<i<N [*%

NB:
Théoreme fondamental prouvé dans les années 1930 par le jeune

mathématicien franco-allemand Wolfgang Déblin, au moyen d’'une
méthode de couplage qui connut un grand succes dans de nombreux 5

autres contextes de recherche en Probabilités.
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Ultimes remarques
une chatne

(toujours u
2°) En pré
traiter sép

. 2 o r
: 1?) La conclusion du Thm vaudrait tout aussi bien pou
N N . alz .
(2 espace d’états fini) quasi-irréductible pour laquelle p
ne seule classe récurrente) mais 7' # (. g
Sence de plusieurs classes récurrentes C1,C2,...,Cp, il s'agira de

arément chaque classe récurrente et de trouver une mesure
extrémale Pour chacune d'entre elles :
sure invariante 7 [4]

invariante

pour i € [1;p], il y a une
unique me

satisfaisant

T(Ch) =1 et w[5)(C;) = 0 si j £ i,

Toute mesure inv. de la chafne (Xn)n>0 peut atre décomposée sous la forme

p
T =T, Qg,. .. ap] = Zaiﬂ'[z’],
1=1

Cependant, si la chaine démarre de facon déterministe depuis un état situé

dans la classe C; et que C; est apériodique, on constatera que le vecteur
7

' [ B
Loi(X,) converge 3 vitesse exponentielle vers m|i]
n
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Tests d’Hypotheses et
Distance du X

2 il (OtE)Z

=2 -

Introduction

« 3 types d’hypothéses :

1. Les observations sont-elles conformes a un modele
probabiliste donné ? —“Hypothese de Conformité”

2. Les observations correspondent-elles a 2 variables
indépendantes ? — “Hypothese d’Indépendance”

3. Les observations correspondent-elles a 2
€chantillons provenant d’une seule et méme
population homogéne ? —

“Hypothese d’Hom 2
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Exemples introductifs

° Test d’une hypothése d’Indépendance : |

La méme entreprise essaye de determiner s’il y a un

quelconque rapport entre I’dge d’un client et sa propension a
acheter un certain produit.

Une enquéte est donc menée auprés de 100 clients, qui se
volent poser un certain nombre de questions. Cette enquéte
permet en particulier de produire le tableau ci-dessous :

“Plus si Jeune”

O Bt Bl ah b oo Lo bl I DRI
T v AR R R

chchimr ©0U0 B i e

Exemples introductifs

e Question principale :

Doit-on considérer que [’dge d’un client et sa propension a
acheter ont un quelconque rapport ?

Ou plut6t que ces deux variables sont sans rapport ??

Hypothése de base :
?‘Io + “L’dge est sans rapport avec la propension a acheter”
Ou, plus mathématiquement :

Hg : “Les var. Xi et X:sont indépendantes”

“ ‘agit donc pour I’entreprise de tester une hypothese Ho

ndé __endanCe des variables X:et X-.
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Exemples introductifs

» Test d’une hypothése de Conformiteé :

Une entreprise vendant des produits cosmétiques se demande
si la couleur de ’emballage d’un certain produit a une
quelconque influence sur I’appréciation qu’en ont ses clients.
Elle décide donc de distribuer a 200 clients 4 paquets
contenant ce méme produit sous 4 emballages de couleurs
différentes (Rouge, Jaune, Vert, Bleu).

Les clients ne savent pas que ces 4 produits sont identiques ;
aprés un certain temps, il leur est demandé d’identifier celui
des 4 produits qui leur semble étre le meilleur :

s P m gy

3 NR ST VAR e e o BT Ty b y Tt T "“‘:ljfn_'«',-«!--. ] T FENEARTY ez '!fvj‘t";,,""?"":‘5".;:"':",':. " ‘rf‘“;
| Couleur Fav, . " "Rouge:: tij . Jouneiil o bO ABlet - Ve o

TS

Nombre Clients LY Lok 74 30 M 45

Exemples introductifs

e Question principale :

Doit-on considérer que la couleur de I’emballage a une
quelconque influence sur ’appréciation de ce produit ?
Ou plut6t que nos clients sont indifférents a ce produit ??
Hypothése de base :

Hy : “Les clients sont indifférents a la couleur d ‘'emballage”
Mathématiquement :

H, : “La var. X de couleur préférée suit une loi uniforme”

Il s’agit donc pour ’entreprise de tester une hYPth md
conformité (“Goodness of Fit”) a une distribution uni
sur 4 valeurs (R.J,B,7). e




En résumeé :

« Peut-on considérer que les résultats observés

sont proches des résultats théoriques -
correspondant a I’hypothése Ho, les différences

entre observations et résultats théoriques étant
dues seulement au hasard (aux “fluctuations
d’échantillonnage”) ?

¢ Devrait-on au contraire considérer que les
résultats observés sont tellement éloignés des

résultats théoriques qu’un phénoméne
contraire a Ho doit avoir cours (auquel cas il

convient de rejeter Ho) ?

Méthode du )*
Calculer les résultats théorigues
Reporter ces résultats théoriques dans la table
des résultats observés
Evaluer les différences entre chaque résultat, et
élever ces différences au carré
Diviser chacun de ces carrés de différence par le
résultat théorique, puis additionner :

°
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Pratiquer un tel calcul revient & évaluer une certaine

“Distance” séparant le tableau des valeurs observées du
“tableau des valeurs théorigues”,

Idée-Clef :

S'il s’avére que le tableau des valeurs observées est “trés
eimgné * du tableau des valeurs théorigues — ce qui signifie que
%%2x pour un certain seuil x - considérons que ’hypothése He
ne peut pas étre acceptée, qu'elle doit étre rejetée.

Sinon, He peut étre considérée comme acceptable.

Détermination du Seuil x

2TYPES d’ERREURS ...

" NePas _
; Pas d’Erreur Erreur de Type |l
Reloter (1- @) (8)
H 0
Reloter Erreur de Type | Pas d'Erreur
Hy (@) (1-8)

On déterminera le seuil x aprés avoir fixé a (le plus
couramment : a=0,1 ou ¢=0,05 ou a=0,01).
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Détermination du Seuil X

Aprés avoir choisi a (e.g. a=0,1 ou 0,05 ou 0,01),0on

fixe x en sorte que

\/W@W g M% e

do L Lonntd

_ e Alb
%&m\; W&”ﬁ;g (m

WWW’\/ Lo A
A= NE (’E’Wﬂ) 4/& ?fdl\?g (u%@mw)vﬁ

(plus généralement : d = Nb. cellu es)-Nb.(par.est.)-1)

A i s

[ Table of ““x*-thresholds”
(quantiles)
| Degreesof V_ Chonces of a. Ve i
ol
BdiEgh L 005 001 0001

T G217 1271 384 64  1bms

G2 460 599 921 1382

d=3 6.25 7.82 1" 3-4.,; o
'd'4 778 90.49 13 28

Ex for a )( ~r. V. Vhavmg d--] degree of freedom,
P{V = 3,84} = 0,05
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Back to our examples

o Testing “Goodness of Fit”;

Taking Hy into account, original table may be
completed as follows:

oo .,---_v-.-.'v,?r;(. v A T

Wt T R R T Gggeg
Obs. Results/Exp. 51/50 74/50 3050 BT /50 Y
Thus: ,
5 (O —-E)
2 P ay (202 (-5)?
=—— i3 + = 20,04
50 50 50 50
Back to our examples
o Testing “Goodness of Fit”:
On the other hand since the ori gmal table
(Golour || Red . Whitt . Blie green
oz,mesubs . 74 T

only has 4 cells of results, the x°—r. v. V we shall refer
to will have d=4-1=3 “degrees of freedom”.

Forsucharv.V: P{V = 7,82} = 0,05
Hence: choosing (Type I Error) risk & = 5%,
one may reject hypothesis Hy (since y* = 7,82)

(Actually: one may even choose & = 0, 1%, and stlll
reiect Ha!). ,
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Back to our examples

o Testing “Independence”:
First complete orlgmal table as follows

lNumber of Clients | y 1 y SUMS
b 29 1 40
b 51 9 60
SUMS 80 20 100

Forcing independence to appear yields the following
“expected results”:

Nr.{(b;y) — clients} = 0,4 x 0,8 X 100 = 32
Nr.{(b;y) — clients} = 0,4 X 0,2 X 100 = 8
Nr.{(b;y) — clients} = 0,6 x 0,8 x 100 = 48
Nr.{(b;7) — clients} = 0,6 X 0,2 x 100 = 12

Back to our examples
* Testing “Independence’:

One should thus compare ) tables as follows:
Numberof Chents Sp 'y L5 v

b 2932 s 40
b 51/48 9/12 60
SUMS 80 20 100
2
s _ 5 (0= E)

(3)2 (3)2 ) R e
32 T8 48 12 0
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Back to our examples

* Testing “Independence”:
Since the original table [MamberofGienis == 570

b e e
R R

has 2 rows and 2 columns of result-cells, the )(Z—r. V.
V we shall refer to will have d=(2-1)x(2-1)=1
“degrees of freedom”.

Forsucharv.V: P{V = 3,84} = 0,05
Hence: choosing (Type I Error) risk a@ = 5%,

one cannot reject hypothesis Hy
!(we have found y% = 2,32 < 3,84).

2 exercises

(0-E)*
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E_xcrcisc I

Wishing to compare the efficiency of 3 fertilizers (A, B and C)

regarding flowering , a Chemist uses each of them on a sample
of 200 plants and obtains the following results:

Flowering 57 L R »
No Flowering 3 10 7
In view of these results, taking @ = 5% (tolerated risk), may

one assert that « Flowering is independent of the Fertilizer »?
What should our Chemist conclude?

" xercise 2

In 2014, the nation-wide « Baccalauréat » examination took place under
3 different versions according to the following distribution:

« General » (47% of the candidates)
« Technological » (20% of the candidates)
« Professional » (33% of the candidates)

Some 250 candidates are chosen at random in a certain examination
center; it turns out that 131 of them have prepared the « General » exam,

whereas 37 have prepared the « Technological » exam and 82 of them
the « Professional » exam.

Choosing a = 5% (tolerated risk), may one assert that this sample of
250 candidates is representative of the entire population?

_And fora = 1%?
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A further cxamp‘c

(0-E)?
—

x“=x

| i i | | ! | |
Workedlexample: | | | | s et ]
A blood-drive s carried out on a large university campus and the blood-type data are collected.
Local health authorities have the distribution of blood types in that area recorded as:

0 =47%, A =26%, B =19%, AB = 8%.

The blood drive received 1200 donors, and their blood types were recorded as thus:
0 =501, A=315,8 =249, AB = 135.

a. What is the value of x2?
b. How many degrees of freedom are there?
c. What is the critical value at p=0.05?

! 1 ? ! 1 ! | | | a. | 1 ‘

AL T RO (R MR, K2l RS RO s W )

F £ 3 l o .l = b _.,_.4‘ E : e ¢ ¢ }{, e l . ‘i‘ Redd %_ ™ '

5 1 i | s | | | s | 1

| % fie? R AR SPE S : §
oo B0l ,_f_“_,___,,,, ,E B _* ' B L G LS. 1| i 1. S fe f},..., _._‘._}zu.._. 3 -l‘ ,,,_.___‘g ) ,_,:
P ERC Bt s, - QTR0 S ST SRS
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] i | ; i
‘ - , i i { i ? i
Worked|example 2: | E | | | ‘ ,
A blood-drive Is carried out on a large university campus and the blood-type dgtadare collected
| Local health authorities have the distribution of blood types in that area recorded as:
O=47%, A=26% B=19% AB=8%. _ probabilities

The blood drive received 12@ = sample size

-4 . ..._.- "l“"" LS i ...._.........,.._._....1._,.,4._..;....,_. ; ‘I i :
| | | } !
Step I1 Calcglate E. 1 _.__._.,,-ME,lcpected__,w_m;_ B!
| Blood type Probablllty ¥1200 Frequency| | | _
A | I | o)
1 lo] 0_47 a200- | 564 | |
P R O O O A |
AL @__-.2.5_._ | x1200= | 312 |
| | & i T hod |
Bl | 019 | xz00- | D28
L ] B 4 oF
. AB NN @).08 | x1200= 06 |
| T T T i |
B N O A T O O O O | |
N s B B B s B T

2 |

Calcdlatmg X

P

ol
| = |
T

. e od e e e —

i
—
|

R _ Collecteddata | calculating ¥ | (o 2"
i Observed (O){Expected (E)|(0-E)  Jlo-EF | "¢
T EER 564 | -63 | 3969 [7.0372 |-—-— ——

315 312 3 9 [0.0288|

249 228 | 21 | 441 (19342 |

A8 [ 135 9 | 35 [1so1 [issad) | |
Totah| 1200 | 1200 | = Towl()=[24:844| = |
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evl = 1781 L | ol G | e
cv| = 7815, | | [[oR oao ] es | ma

E R R |

f .: , ~5.70554| 3.84146]  6.6349
7 4.60517] 5.99146] 9.21034

"

S PR S —— 5
2484 3 7 815 | § T3 | _c.25139] 7.81473| 11.34387
e e e 7.77944] _9.48773] 13.2767

P | 1.0705| 15.08627
gy we e;ect the null hypothe5|s s 5.23636] 1 27
P *:“"“-‘;—""'-j:" T A ‘*'“""";"‘ "‘ i 6 10.64464] 12.59159 16.81
S @ .| 77 [ 12.01704] 14.06714] 18.47531
; l e “*“*“‘"‘I—“‘f‘*“‘f 8 13.36157] 15.50731] 20.09024
! : 21.66599
the collected blood types DO NOT ] 14.6836: i: :;:: 2o
----- '| 10 | 1s5.9871 : .
f:t the data provuded by the local‘ | l : _
. -~~hea|th~authorrty S S S e i~- S e S i 1 y A
i ‘ ‘ ! " i ‘ i |
lWHY MIGHT THlS BE? R T U I SN SN SN S B S
= i i ! i
R I A R N
i :‘ | : : : | ! S SR o
. ....i s St __;-..._...»-.-.---—....-._-_...m — 7..;._ ...wT...- ——— '} NS - L———---—?————--_——g.— ? i
e O T T T A S B
Possrble answer: | | N R | ? P i
o S = . ST S
is carried out on Wnd the blood-type dataare collected) |
calhealthauthorities ave the distri 5od types in that area recorded as: .}
; = 19%, AB = 8% B
-~-4The blood drive received 1200 donors, and their blood types were recorded asthus; -‘ —
Q =501, A=315, B=249, AB = 135. : ; e |
o B Rl e == — |
Local health authorrty collected data of people natlve to f‘
e e e S e : SAPIRTE S PR o FAL

the area whereas the student population may include a lot ': !

_.of |mmlgrants wnth dlfferent blood types.. Therefore, the LHA;s data _
are not representatwe of the student populatlon - l

-; - e
i . 4 e - ...-;_.,. 1) s s o . v

There may have been an extrmsrc factor i mcreasmg the turnout of {
peOple wuth blood types A or B (such as advertlsmg or an appeal A e
for those blood tygeg) ‘ Al ke N ot s
‘ | | | . | | o e ';f p
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; ‘
‘ | T |
B leectainny ? ; f i ; ! | i
St da you waet & bt o Ll & 1 BT (e _Z,_,,‘__Mi;...__k.'a..» it e N
DF. o3 | oes [ ae : f i , i f
i) ¢ (90%) | (35%) | (sou) ; { i | i {
2 2705541 384148 e300 _*r‘ﬂ_RESOUFCSS _j,_..__.j...__‘-‘i.--~“—~i—w--i-~ £ fﬂ._
. Tt ? | '
2 1505171 5991480 921009 i i H ] i { ' j
3 825139 7.81473] 13 3eea7] | i ! f |
Ry e B Held Studies Council | 1 2 S T R A
- TN S 1;‘ """‘4‘—-* Sy 3
s $:23838] 11.0705] 15 0ge35] i bi'tp mm |hnra\hm mg.ummuhm's:aés-mforwmhs%thwfd html by
£ 18544641 12.59153) 16.81183¢ H { i | i ! | ; ‘ ! !
2| 1201704 10 06714] 1e.a755; | ,. - — = | 7 , - !
2 1 1338157 15.50731] 2009024 i | ' i ; | 3 f :
2 | 146835 1co1e0n 31es i . I i u
221 159878 1650500 T3zomzy | BMJ (Brltlsh Medlcal Journal) | ! i = A
11 17.27501] 15.67518] 24.72495) § ihttp.h'vmv«.bm,.com/eollecﬁom;matsbltl&dtl ! ! n'
12 ] 185eo3sl 2000600 2600800 | ! _ i | | i | |
33| 19611930 23 36303 3yemene ~— = — : t—— LR
22| 21954140 23 ca47e] 29 14137 f ! ! ? ! ‘ |
=21 22.307130 2459575l 35.57797 l i ’ ! } { 2
36 | 23 a3l 2620073 TR N S ———ee L et K
221 24.76%04] 2753711 3ve0me8] | i ! | | { i
I8 1 2558342 25 8693] 345057 i ! ‘ ’ | ' | j
X8} 27.20357 3014353 36 39007] " S DI g, . e .
20 1 28.41398] 3143003 37.50a33] | ! . ] 1 !
2L} 25.61505] 32 67067] 3m.93315 i | | i i { !
22 | 30.81328] 33.92444] 4528938 S e W NN N N L - f
23 | 32.0065] 35.17748] 41.63¢ 5 j
23 | 33.19624/ 36.41503] az.97vez |
25 | 34.38150] 37.65248] 443141 L ! kb !
26| 35.56317] 35.e8514] 45.643 | 5 i
27 1 38.74122) 40.11327] <5.08254) ' | i
38| o159 a1l asaven | | | o
29 | 39.00747| 42.55697] 4958788 — 1T T
.25802] 43.772¢7] so.8921 ! }
39 4015&: 2772 ; 8 ! o~
! i |
1 ! {
; L odper Lo ol .
gy ¥ Liasne
: l : J_'_ o _.-.--—-—-':-—'-""; yiae | r ! ‘
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fable N

Ane woun by courhe normale i panchio de
celest ddive PLZ gl o0 20 NG L)

PlZ = 2]

e
-
~

4
Ls

s o

0 01 .02 03 .04 05 06 .07 08 .09
00| 5000 5040 50B0 5120 5160 6100 5239 6279 5319 5350
10 5398 5438 5476 5517 55%7 5596 5636 5675 5714 5753
20015793 %832 5871 5010 5948 5087 6026 6064 6103 6141
30 O179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
A0 16554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879
5016915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224 |
00 | 7257 7291 7324 7357 7360 7422 7454 7486 1517 7549
70| 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
80 | 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
90 | 8159 8186 8212 8238 8264 8280 8315 .8340 .8365 .8389
10 | 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
1.1 | 8643 8665 .8686 8708 8729 6749 8770 8790 .8810 8830
12 | .8849 8869 .8888 .8007 .8925 8944 8962 .8980 8997 9015
1.3 | .9032 .9049 9066 .9082 .9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 | 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 .9319
15 | .9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 . 0441
16 | .9452 9463 9474 9484 9495 0505 9515 9525 9535 9545
1.7 | 9554 ‘9564 9573 9582 9591 9599 9608 .9616 .9625 .9633
18 | .9641 ;ééébuuﬁbesﬁ 0664 9671 9676 9686 9693 .9699 .9706
19 | 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
20 | 9772 0778 0783 0788 9793 9798 .9803 9808 9812 .9817
21 | 0821 0826 9830 9834 9838 9842 .9846 9850 9854 9857
22 | 0861 9864 9868 9871 9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 | 9893 .gggawv.gqggﬂl(éﬁap 0904 9906 9909 9911 .9913 .9916
04 | 0018 0020 9922 9925 9927 9929 9931 .9932 9934 9936
05 | 0038 0040 9941 9943 9945 9946 .9948 9949 .0951 9952
26 | 0053 9955 .9956 .9957 .9959 9960 9961 .9962 .9963 .0964
27 | .0965 9966 9967 9968 9969 9970 . .9971 9972 9973 9974
28 | 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 .9979 .9980 9981
29 | .0981 9982 .9982 .9983 .0984 .9984 .9985 .9985 .9986 9986
30 | .9987 9987 9987 0988 .9988 9989 9980 0989 .9990 .9990
31 |.9990 9991 9991 .9991 .9992 9992 .9992 9992 .9993 .9993
32 | 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
33 | 9995 9995 9995 9996 9996 .9996. .9996 .9996 9996 .9997
34 | 0997 9997 9997 9907 9997 9997 9997 9997 9997 9998

B0 0V 02 03 . ribA 06 . .07: .08 09

Fabrice Larribe. 2007-2014 @ Table constry i et nConTsX ol N 3

S ERH ;
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IUT PARIS DESCARTES : MATHS - Stats-proba
DUT INFO - Semestre 3 anné 2017-2018

Chaines de Markov - Séance Scilab (semaine du Lu. 8 janvier 2018)

I. Modélisation et calcul du “PAGE RANK?” (label de Google)

Dans cette partie, nous allons décrire une version simplifiée de la chaine de Markov utilisée
par Google pour calculer lindice de popularité, ou “Page Rank” - noté PR dans la suite - de
chaque page web. Lindice PR est un réel situé entre 0 ct 1, et la somme des indices PR de
toutes les pages répertoriées vaut 1. Plus lindice PR d'une page est grand et plus cette page
apparait tot dans la liste des pages affichées par le moteur de recherche a I'appel d’un mot lié.

Qn numérote de 1 & K P'ensemble des pages répertoriées. Pour 1 < 4,5 < K, la notation
i = j signifie que “la page i contient un lien vers la page j”, tandis que i - j signifie que
“la page i ne contient pas de lien vers la page j”. On désigne par N; le nombre de pages vers
lesquelles il existe un lien depuis la page i. On impose la convention i — %, ce qui implique

N; > 1.
On considére la chaine de Markov (Ty,)n>0 & valeurs dans {1,...,K} qui décrit la position a
chaque instant n d’un “random web surfer”. Les probabilités de transition sont données par la

matrice P = (P;;)1<ij<k telle que
l-a o3 5 :
—-R— S11-+- ]

-Pij = P(T,,:i)(qﬂ'i'l =.7) = { .J;;(_a.-}- ﬁ: sit— ]

ol a est un coeficient entre 0 et 1 qui décrit Iattitude du web surfer (si a =~ 0, le web surfer
a fortement tendance & sauter d’une page & l'autre sans jamais suivre aucun lien, tandis que si
a = 1, le web surfer suit presque exclusivement les liens existants).

Dans ces conditions, on parvient & démontrer le théoréme suivant :
Théoréme : Il existe un vecteur r = (r(1),7(2),...,7(K)) tel que

e Vi, r(i) >0et r(1)+...+r(K)=1 (les (r(i))1<i<k décrivent une loi de probabilité)
o vr(® = (P(Ty = 1),P(Ty = 2),...,P(To = K)),
(BT, = 1),B(Ty = 2),... . P(To = K)) = a@ x (P)* — '«

(en temps long, asymptotiquement, le web surfer se trouve en i avec probabilité (1))

e Vi, en notant Sy, (i) le nombre de passages en ¢ du web surfer au cours de n étapes,
Su(i)/m = 1(0)

(asymptotiquement, la proportion de temps passée en i converge vers (1))

e Vi, en notant 7(i) (prononcer “tan”) le temps de premier retour en i du web surfer, en

sorte que 7(i) = inf{n > 0; T, = i}, on a

E(ry=i)(7(8)) = 1/r(i)

(le temps moyen de retour en i vaut 1/7(4))

o 7 est vecteur propre A gauche de P associé a la valeur propre 1,

‘= 0,8

Le Page Rank de la page i est donné par r(i) dans un tel modele, en px.'enantfoé\‘
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I1. Sujet du TP. Quelques conseils: utilisez Paide Scilab, respectez leg notations et les noms
des variables fournies et pensez a commenter vos instructions. Cette démarche de qualité sera

appréciée d'un éventuel lecteur, et vous aidera aussi !

1. Description du réseau de pages
e Choisir une valeur pour K et une valeur pour a (il faudra pouvoir modifier ces valeurs)

¢ Remplir une matrice appelée LIEN, de taille K x K , décrivant les liens entre les pages:
LIEN(i,7) =1sii - j; 0 sinon

La méthode de remplissage est laissée a votre choix (de préférence aléatoire), faites preuve
d’imagination! Mais les contraintes suivantes doivent étre satisfaites:

- par convention, une page est toujours liée & elle-méme,

- vous devez avoir une page “spéciale”, différente de la page 1, vers laquelle pointent toutes les
autres pages. Retenez le numéro de cette page et commentez votre programme en conséquence.
e Calculer le vecteur NBRE = (NBRE(1), NBRE(2),..., NBRE(K)) qui fournit Jes quan-
tités N1, Ny, ..., Ng du modéle. )

e Déterminer la matrice de transition P du modele, calculée a partir de LIEN et NBRE.

2. Calcul du Page Rank {

o Vérifier que 1 est la premicre valeur propre de 'P fournie par Scilab. .

® Récupérer un vecteur propre de P associé & la valeur propre 1 et vérifier que toutes ses coor-
données sont de méme signe. (Un tel vecteur a pour transposé un vecteur propre a gauche de P
pour la valeur propre 1).

e Calculer r & partir du vecteur propre obtenu (relire le théoréme)
pour tout 7 et que r(1) +... 4+ r(K) = 1.

e Calculer le Page Rank de la page 1 et de votre page “spéciale”.
3. Simulation du random web surfer

Vous noterez T(1),T(2),... les positions successives du web surfer.

e Choisir une valeur pour T'(1) et calculer 7(2),T(3),...,T(10).

Dans la suite, on va s’intéresser i la page 1 et a la page "spéciale” numérotée s ici.

e Initialiser le web surfer sur la page 1 et calculer -sans afficher- pour une valeur de N assez

en vous rappelant que r(i) > 0

grande que vous fixerez,

- les N premiers termes de la suite (7'(n))n,

- les N premiers termes des suites (S, (1)/n)n et (Sn(s)/n)n.

e Tracer sur un graphique n + S, (1)/n et n +— Sy(s)/n. Intuiter les valeurs limites et les écrire

en commentaire dans votre programme. Comparer avec les résultats obtenus a la question 2.
e facultatif : Calculer les valeurs de 7(1) et de 7(s) ainsi que 1/7(1) et 1/7(s). Commenter en

vous reportant au théoréme.

Indications pour Scilab: | . :
o Si M AT désigne une matrice carrée, I'instruction [Q, D] = spec(M AT) fournit une matrice

diagonale D et une matrice de changement de base @ qui permettent de diagonaliser la ma-
trice M AT sous la forme MAT = Q DQ~1. En général, les valeurs propres sont des nombres
complexes et la matrice @ est aussi a coefficients complexes. Cependant., si une valeur propre
est réelle, alors les coordonnées des vecteurs propres associés le sont aussi. '

e Pour choisir une valeur au hasard entre 1 et K selon une loi dt.a ‘p.x'obabilité donnée
par le vecteur ligne p = (p(1),...,p(K)), utiliser la fonction hasard définie ci-dessous.

function x=hasard(p)
N=length(p); z=rand(); x=1; q(1)=p(1);
for i=1:N-1,
if z>q(i) then x=x-+1; end
q(i+1)=q(i)+p(i+1);
end

endfunction

saurce:»;‘_vU.‘.‘S'. Patent 6,285,999 et htt
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